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Quantum gravity et théories de jauge

�gure 5a ∗

∗. http ://en.wikipedia.org/wiki/File :Quantum gravity.png
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Les masses en GeV/c2
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Les constituants du modèle standard (SM)

�gure 6
n pour n◦ génération = 1,2,3
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Le groupe SU(3)

référence 12 page 149..168..
L'algèbre de SU(3)

• Groupe de Lie simplement connexe

U = exp(i ckλk)

• 8 générateurs λi

[λi, λj] = ckijλk

• Algèbre de Lie de rang 2 : choix d'une base (H1, H2, E3, ..E8)
si |m > est propre de Hi

[Hi, Eα] = αiEα ⇒ HiEα|m > = (αi +m)|m >

• Racines : α⃗ = (α, β) on a

[Hi, Eα] = −[Hi, E−α] et [Hi, [Eα, Eβ]] = (αi + βi)[Eα, Eβ]

une racine est simple si elle ne peut être obtenue par addition ou inver-
sion..., pour SU3

α⃗1 et α⃗2 = (
1

2
,±

√
3

2
)

autres racines −α⃗1,−α⃗2, α⃗1 + α⃗2,−α⃗1 + α⃗2)

• Diagramme des racines de SU(3) voir �gure 7

• Deux opérateurs de Casimir ( réf 12 page 171)

[C, λk] = 0 C ∼ λ2
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Le groupe SU(3)

choix de la représentation / physique

• Symétrie SU(3) : les matrices générateurs λj de Gell-man telles que

U = exp(iλj cj) cj ∈ R

matrices (3,3) λj hermitiques de trace nulle

λj =

1
2

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 1
2

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 1
2

1 0 0
0 −1 0
0 0 0


1
2

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 1
2

0 0 −i
0 0 0
i 0 0


1
2

0 0 0
0 0 1
0 1 0

 1
2

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 1
2
√
3

1 0 0
0 1 0
0 0 −2


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Le groupe SU(3)

Algèbre de SU(3)

• La sous algèbre commutative à 2 dimensions : H1 H2

H2 = λ8 = 1
2
√
3

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 H1 = λ3 = 1
2

1 0 0
0 −1 0
0 0 0


• Opérateurs propres : I± U± V±

I+ = λ1 + iλ2 =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 U+ = λ4 + iλ5 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0



V+ = λ6 + iλ7 =

0 0 0
0 0 1
0 0 0

 I− = λ1 − iλ2 etc...

• Racines de SU(3)

[H1, I+] = I+ [H2, I+] = 0

[H1, U+] =
1

2
U+ [H2, U+] =

√
3

2
U+

[H1, V+] = −
1

2
V+ [H2, V+] =

√
3

2
V+
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Le groupe SU(3)

Les représentations de SU(3)

• Choix d'une base (pour une représentation)

Hi|M > = Mi|M >⇒ Hi Eα| M > = (Mi + αi) Eα| M >

M⃗ est un "poids" dans un plan.

• Poids "maximum"

∀α Eα|Mmax > = 0

• Génération des éléments de la représentation

E−αE−βE−γ...|Mmax >

• Représentations irréductibles de SU(3) (a, b) ∈ N2

M⃗max = (
a+ b

2
,
a− b

2
√
3
)

• Représentations irréductibles : dimension de la représentation (a,b)

Da,b =
1

2
(a+1)(b+1)(a+ b+2)

• représentations fondamentales dimension 3 : (1,0) ou (0,1)
Autres exemples : D0,0 = 1 D1,1 = 8 D3,0 = 10

• Représentation adjointe (a, b) → (b, a) , autoadjointe a = b
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�gure 8a

Représentations fondamentales de SU(3)
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�gure 8b (a,b)=(5,2) dimension 81



Le groupe SU(3)

Les diagrammes d'Young de SU(3)

• Diagramme d'Young associé à une réprésentation (a, b)

• Construction des représentations par produit de Kronecker

D1 ⊗D2 =
∑
j

⊕Dj

• Exemples utiles pour la chromodynamique

Les mésons qq̄
(1,0)⊗ (0,1) = (1,1)⊕ (0, 0)
les paires de quarks qq
(1,0)⊗ (1,0) = (2,0)⊕ (1,0)
Les baryons qqq
(1,0)⊗ (1,0)⊗ (1,0) = (3,0)⊕ (1,1)⊕ (1,1)⊕ (0, 0)
Les gluons G
(1,0)⊗ (0,1) = (1,1)⊕ (0, 0)
Les paires de gluons GG
(1,1)⊗ (1,1) = (2,2)⊕ (3,0)⊕ (0,3)⊕ (1,1)⊕ (1,1)⊕ (0, 0)
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La chromodynamique : (r,g,b)

Invariance de jauge

• Symétrie SU(3) : 8 Bosons de jauge (référence 13)
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• L'interaction de jauge des fermions en x est de la forme :

Lint(x) = jµj (x) G
j
µ(x) avec jµj (x) = g ψ̄γµλjψ(x)

g est la constante de couplage numérique ∼ 1 (pour la chromdynamique)
Exemple jµ ∼ b̄γµr l'annihilation de ce boson transforme un quark b en
quark r

Grb̄ + qb → qr Grb̄ = G6 − iG7

Interaction en x des 8 gluons colorés de SU(3) d'après QCD :

L = g× G1
µ

1
2
(ḡγµr+ r̄γµg) +G2

µ
i
2
(−ḡγµr+ r̄γµg)

+ G4
µ

1
2
(̄bγµg+ ḡγµb) +G5

µ
i
2
(̄bγµb− ḡγµb)

+ G6
µ

1
2
(r̄γµb+ b̄γµr) +G7

µ
i
2
(−r̄γµb+ b̄γµr)

+ G3
µ

1
2
(r̄γµr − ḡγµg) +G8

µ
1

2
√
3
(r̄γµr+ ḡγµg − 2b̄γµb)

• Lagrangien bosonique : plus complexe et lié au con�nement de la couleur



Les e�ets attendus à longue distance ?

Conséquences (prouvées ou supposées)

• Les états complexes s'obtiennent par produit direct de représentations
fondamentales (1,0) et (0,1)

• La couleur est cachée à l'échelle macroscopique
mais "nécessaire" à l'échelle quantique...

• Les singulets les plus simples composés de quarks ou de gluons :

1. q q q ou q̄ q ou q̄ q̄ q̄

2. G G ou G G G

3. pas d'état singulet de type q G ou q q

• Un singulet pourrait exister à l'échelle macroscopique :

1. G0
µ couplé à 1√

3
(̄bγµb+ r̄γµr+ ḡγµg) (symétrie U(1) de couleur ? )

2. un singulet du type G G car 8⊗ 8 = 27⊕ 10⊕ 8⊕ 10⊕ 8⊕ 1

10



Les e�ets attendus à courte (longue) distance ?

� Il faudrait justi�er un terme d'interaction à la "van der

Walls" :

(Lint(x))2 ∼ gvdW [ ψ̄γµλjψ(x) G
j
µ(x)]

2

� avec une constante de couplage résiduelle de 10−10

g(QCD) ∼ 1 → gvdW ∼ 10−10 ⇒ α2 ∼ g4 ∼ 10−40
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Retour vers la gravitation générale

� Mouvement dans le champ E.M. en RR

� Mouvement géodésique en RG
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Action des forces électromagnétiques

� La source du champ EM est Jµ un courant

∂νFνµ = Jµ [1]

∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ = 0 [2]

� L'action électromagnétique avec ˙ = d
dτ

ẍµ = q
m

(gµσFσν) ẋν

dpµ
dτ

= Fµ = q Fµν vν

� Le champ EM est antisymétrique en µν

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

� Le potentiel Aµ est le champ EM classique et le champ du photon

Aµ → γ
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Action de la gravitation relativiste

� La source de la géométrie est Tµν

Rµν =
(
a Tµν − 1

2
gµν (a T + 2 Λ)

)
[3]

Rik = Rℓ
iℓk = ∇ℓ

ℓsΓsik −∇ℓ
ksΓsiℓ [4]

T = Tr (Tµν) = gµνTµν Rµν = tenseur de Ricci a =
8πG
c4

� La trajectoire géodésique est ( avec ˙ = d
dτ
)

ẍµ = − Γµρν ẋνẋρ

� Le "champ" grave est tensoriel et symétrique en ρ ν

Γµρν =
1

2
gµσ (−gρν,σ + gσν,ρ + gσρ,ν)

� Le "potentiel" grave classique est gµν
exemple : le champ statique NR ∗

gµν ∼ ((1 + 2
ϕ(x)

c2
),−1,−1,−1) ⇒ Γi00 = ∇iϕ(x) = −F i

� le champ quantique ?

∗. Remarque 1+ 2 ϕ
c2
∼ (1 + ϕ

c2
)2
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Conclusions

La gravitation est-elle une force de van der Waals associée à QCD?

� Evidemment l'analyse présentée est totalement embryonnaire , c'est
une idée, éventuellement une piste

� Les points positifs :

1. L'attractivité de la gravitation est naturelle

2. Sa relative faiblesse trouve une explication qualitative

3. QCD doit avoir une action à distance macroscopique, laquelle ?

4. Le "graviton" est identi�é : un état singulet de deux gluons.

5. L'interaction du "graviton" est naturellement tensorielle.

� Les points négatifs :

1. L'action sur les photons est problèmatique

2. La dépendance de la force en r−7 semble incompatible avec la
gravitation

� Pour aller plus loin, il faut

1. essayer quelques prédictions "qualitatives"

2. comprendre la force de van der Waals en théorie quantique (QED)

3. comprendre pourquoi ce "graviton" devrait-il être faiblement
couplé aux hadrons.
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Appendice 1 : Calcul de l'e�et Casimir (partie physique)

� Hypothèses

1. Considérons un condensateur parfait (supra-conducteur) consti-
tué de deux plaques carrées de côté L, très proches, à la distance
a l'une de l'autre et à T = 0K.

a << L

Les deux conducteurs sont neutres à l'échelle macroscopiques.
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2. L'e�et Casimir est le résultat de l'indiscernabilité des électrons
de conduction aux distances quantiques ; en e�et les fonctions
d'onde des électrons de conduction ne sont pas localisées à l'inté-
rieur des conducteurs mais s'étendent au delà sur l'un ou l'autre à
travers le gap de largeur a (e�et tunnel), ceci induit des con�gu-
rations ou un ou des électrons de conduction quittent le conduc-
tueur A et se retrouvent sur le conducteur B ; A se charge alors
positivement quand B se charge négativement ou réciproque-
ment . Cette dissymétrie électrique induit toujours une "force
attractive" : c'est l'e�et Casimir qui découle évidemment de la
MQ.

3. Le calcul de l'e�et passe par la détermination de l'énergie du vide
électromagnétique dans le gap de largeur a quand L est in�ni ou
très grand pour qu'on puisse négliger les e�ets de bord.



� L'analyse physique (qui reste à développer) nous conduit à la question
mathématique suivante

E est l'énergie "renormalisée" par unité de surface

E = ℏc
4π

∫∞
0 k dk×

(
∑∞

−∞

√
k2 + (nπ

a
)2 −

∫∞
−∞

√
k2 + (π

a
x)2 dx)

� Soit avec k = π
a
y

E = ℏcπ2

4 a3

∫∞
0 y dy×

(
∑∞

−∞

√
y2 + n2 −

∫∞
−∞

√
y2 + x2 dx)

� Les documents des physiciens (réf 4 page 141) donnent

E =
ℏcπ2

a3
B4

4!
avec B4 = −

1

30

� La force (attractive) par unité de surface est donc

F = −
∂E
∂a

= −
ℏcπ2

a4
B4

8
= −

ℏcπ2

a4
1

240

ℏ c = 3 10−26 J.m pour a ∼ 0,2 10−6 m on a F = 1 N/m2


