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La force coulombienne
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figure 1

— Le potentiel gravitationnel

-
— La force gravitationnelle

/

F'=—grad (m¢) = -G —5-u avec U = r iz
r
— Référentiel de Copernic est galiléen : Loi de Newton
Fim = A = (F—r07)i+ —(r0) iy = -G 5

r dt r



Dynamique Lagrangienne

Principe de moindre action A

A = /fﬁ(x,v) dt = /12—7-[ dt +p dx

minimisation : équation de Lagrange-Euler

d (8£) oL
. . dt 0 av 7/ ax . .
Mouvement non-relativiste contraint par une énergie potentielle

_ Lo B oL
E—va —mo(x) H =Xvp—L p = 5.

en coordonnées sphériques (1,6, 1) et pour la gravitation
1

£ o= oml(i? + (rf) + r?sin(0))” — o(r)

Py = MT p@:mr29 Py = mr? Sin29¢
Equations de Lagrange-Euler
pr/m = 1 0%+ mrsin®6 ¢ — %

. T
po/m = 12sinf cos @ |’
py = 0 choix du référentiel tel que v = cte 1 =0



— Les constantes du mouvement

22 2
: r [
Y = cte po/m = 1 = 10 H/m:E:2+22+gb<r)
— En passant a la variable w = r~! on construit I'équation sur u
avec u’:fi—g = 1lu 7 = —lu

E = P} (uW?+u?) — “ )

— Les solutions u = Acos@+B = pl(1+ecosh)

_ Gm/

A/B = e = 1+2B()

— Les contraintes Vu  u2 >0

Gml 2
EZ—(QZQ) et u = 0 possible si £ >0
— Les demi-axes de I'ellipse (cas £ < 0) a = %5 b = 1])_62
— Approximation e << 1 r = ‘%rb — GT_I)COSH



figure 2
Mouvement classique

— Les trajectoire sont des cercles si

— pour mercure

a=57,910"m | e=0,21 | T =0,241 y




Dynamique en relativité restreinte

La métrique
ds’> = Cdt* — da?
L'intervalle de temps "propre" sur une trajectoire
dr’ = dt? — de? =  dr = V1 —® dt soit dt = vdr

Principe de moindre action A dans le vide

| d

A = —mc/12 ds = L = —mcj

' dt
—aﬁ—m Y = MYV
P~ ~ "o ="

La 4-vitesse sur une trajectoire

dx .
Up = d: = (7v,7Y) : pu= muy

La loi dynamique :



Remarque : par construction v? = 1et p2 — m? se conserve au cours de

|"accélération alors :
o
JFu ot =0
Théoreme de |'énergie cinétique : |'action de la force en terme d'énergie

d B
P o= Fa
dr



figure 3

Mouvement sur une surface



La gravitation générale

— Equation d'Einstein Référence [1]*
(R — % guwl) — gl = aTy
R = —aT —4A avec Tou R = Tr (T)(ou R) et Tr (X) = ¢"X,,
Ry == aTlyw—guw(5T+A)

— En principe, le programme est simple mais ...

T, — R, (courbure) — la métrique (diff 2ieme ordre) — géodésique (¢, )

— Equation aux dimensions (physiques) soit a vérifier R;; ~ L=2

L L W 1
QNWW = QNW TgoNﬁiRQONCLTQQNﬁ qud

%, a="5%9 =92010%8 m J!




La métrique a symétrie sphérique

— La métrique : ds® = e¥(dz")? — e dr? — r2(d6? + sin®0 dy?)
Les coordonnées sont :

¢ =ctiqt =1’ =0:¢° =1
goo=¢€" g1 =—¢e" go=-1> gg3=—r?sin?0

avec \(r,t) et v(r,t)

5
rh 1 08 11 d 2 3
(00) 2(51100 g%ooo _%(]1582010 0 0
E 8; ; 290 ooagqolo 2q, 108%101 8 8
(03) 0 0 0 0
(11) _Ldgn 1 8911 0 O /o . ;.
2000 O° 291, O¢ e la symétrie sphérique
(12) 0 0 % |0
(13) 0 0 0 TR
1 0 22
(22) 0 — 9 3%1 0 : O@
(23) 0 10 ] 10 _ %ﬁ
(33) 0 —Eﬁ —%ﬁ 0




La symétrie sphérique (suite)

900 = €

avec si f(r,t)

g1 = —e g22 = —r? g33 = —r?sin?0
k
Il 0 | 1 A 2 3
(00) 59 Y elv=A) 0 0
(01) Y 2 0 0
(02) 0 0 0 0
(03) 0 0 0 0
(11) | & el N X 0 0
(12) 0 0 P 0
(13) 0 0 0 r
(22) 0 —r e 0 0
(23) 0 0 0 cot 6
(33) 0 —rsin?f e * | —sinfcosf | 0

f=cofetf =0f




— Equations d'Einstein , dans le vide autour d'une source sphérique :

T. =0= R,

Elles conduisent a (seulement) 3 équations sur v(r,t) et A\(r,t) (appendice 1)

A =0 (v+A) =0
eMN-—H+1 = i (r(l-e?)) =0
— Intégration des équations : A+v = f(t)et (1 —e ) = g
on prend v — v+ f(t) = v = —\ (choix de t) et
6”:6_)‘2900:1—%quandr—>oo goo —>1—2ng2
La métrique Schwarzschild (1916) , les trous noirs de rayon 7
ds? = (1= 2)2at2 — (1= ) 1dr? — 92 ( d6? + sin2 0 dp? )
r r
/
Une singularitéI pourr = rg = %ﬁ

soit pour 2 =9 T ( ou la vitesse de libération = ¢)

pour le soleil M = Mgonarg=3km



Dynamique dans le champ central de gravitation

— L'action (la moindre action)

d d
A = —mc /ds = —mc /12Sdt L = —mcdj

— Le lagrangien
o(r _ 7 :
L = —mc* ((1+2 6(2))—0 2(1+2¢<)+T2Q2) ) 12 = _mdEF

avec
02 = 62 +sin?(0)y)* dimension de ~ 2

v = 72 422
o(r) = —G;”' dimension de ~ v?
a(r) = %—f sans dimension < (
F= (ldta— @t 2 p2))ue _ (1+a—1( v a1
c 14+« 14+« 1 +

Quantités de mouvement, variables conjuguées, selon Lagrange

_ oL _ oL _ 0L
Dr = 5 bo = 55 Py = 5



— Quantités de mouvement et variables conjuguées

— 2 (-3

_ 1o _ mict_10v* | 2a .
Pr= 559 = "F—ah + L)

_ 1oL _ micty_10vy _ m(,.2 g
Po = 527956 = oz c2(99‘) = F(r°0)

_10L£2 _ mi! 1 ov?y
Py =gy ~ or 7) =

— Equations dynamiques de Lagrange Euler

. d0Ly _ 0L
pr = alor) = o
. doLy _ 0L
Py = dt(ag) — 00
. doLyN _ 0L __
Dy = dt(azp) — 0y
La rotation du référentiel permet le choix ¢ = cte = ¢ = 0

1
14+«

,'l.

Py



L’hamiltonien

— L’hamiltonien (intégrale premiére du mouvement)
H=2pi—L

Construction du hamiltonien

H =mc(1+a)F! F = <1+O‘_c%(7)2_1iia7;2))1/2

po/m = (TQQ)F_l = Po= 10 = —u' Il F avecu=r""!

H/m = * (1+a)F ' = FE

— Développement a I'ordre 0 par rapport a ¢ 2

2 « U2 mv

e +-=) = m+mo(r) + ——

H = f(lJroz) = mc* (1+a) (1-

10



— Développement a l'ordre ¢ 2

rappel :

62

(1+¢e)" = 1+ne+n(n—1)2
pour n = —1/2
(14672 = 1—(1/2)e+ (3/3)> + ...

o= me (1ha) (Lba= b8 - 5i2) 2

€ = (a—%)JraZ—j = €1+ €
¢ (l+a) (1—(1/2)e+(3/8)¢)
H = mc® (1—(1/2)(e1 +e2) +(3/8)e? + a1l — (1/2)e1) )

H = me® (1—(1/2)e1 +a— (1/2)es + (3/8)2 — (1/2)cey) )
H = (m02+mv22+mgb) +Hra
Mag = me (—(1/2)e + (3/8)8 — (1/2)5a) )
Hrg = mc ¢ (=¢i* = (1/2)¢° — (1/2)¢v” + (3/8)v" )

2 2 .2 2
H = mc +m2(1+(3/8) )+m¢(1—r—¢—v)



Le lagrangien

— Le lagrangien complet

1 «
_ 2 _ 2 .2\ 1/2
= = — — 1 (2
L mc*F mc? (14« C2(v 1+04T))
— Développement a I'ordre 0
1 v? mu?
2 2
- — 1 S R _ e
Ly me” ( + 50 ¥ ) me” — mao(r) + 5
— Développement a I'ordre ¢ 2
2
(1+¢€)" = 1+ne+n(n—1)2+
L= -me(1+a—50? =12 ) Y2 = Lo+ Lpg
e = (a=%)+a5 = a+e
L = —mc® (1+(1/2)(e; +€3) — (1/8)€} )
Lre = mc* ( —(1/2)ea + (1/8)ef )
Lre = me® (—(1/2)ak + (1/8)(a - %))
L = —mc*+mY% (1+42) mgb(1+f—%+2vf;)

11



Le facteur F

— Le facteur F complet '
introduisons v = 7 L avecd = w2l Fetr = —u IF

F2 = (l4a— (02— (rf)?)

C

P o= (lha— (P - (EP )

F2= (1+4+a) (1+(£)2(11%au’2+ u?) ) !

C

— Développement a |'ordre 0

2
1 v 9

CF~E (14 -a——) v :¢2+(l)2:(l./7)2(u’2—|—u2)

2 2c2 r

— Rappels
_ 2 2 2
L/m = —c*F~—c"—¢+5

— En conclusion

Hjm) = E = &((1+a) (1+ (O L s

12



Conclusions

a "mesure" de la correction de gravité générale (GR) et %j celle de relativité restreinte (RR)

9 2
_ 2 50100 L Z 9531002
c2 2

pour Mercure Q 5
c

le facteur F est déterminant

_ Lo 9y 12
F (14« (v 1+ar))

le lagrangien

le "moment cinétique "py
) ) [
pofm = F) = 1 i = LF
I'énergie E/
Him = CF 1 (1+a) = E

En fonction des parametres E et [ les lois de conservation déterminent 7 et 0 . donc :
la donnée initiale de la position et de la vitesse détermine la trajectoire

Il reste a étudier ces équations dans des cas particuliers 13
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Appendice 1 : La métrique a symétrie sphérique de Schwarzschild

- soit g =€ g =—€¢" gn=—1" gg=—r’sin’0
F
Il 0 3 2 3
(00) L Y elv=A) 0 0
()| % 5 0 0
(02) 0 0 0 0
(03) 0 0 0 0
(11) | & el H+A) X 0 0
(12) 0 0 P! 0
(13) 0 0 0 P
(22) 0 —r e 0 0
(23) 0 0 0 cot 6
(33) 0 —rsin®f e | —sinfcosf | 0O

— avecsi f(r,t)

f=cofetf =0f

15



— Le tenseur de Ricci

I Y4 _ 14 14 14 14
Ry = Ry = Ol — Op L0 + TSy, — Dol g
— Les composantes non identiquement nulles du tenseur de Ricci sont les suivantes :

Roi = 310,001 — 0T op + D65, — T3,

Rii = 1z Ol — O + Ty ls — T4 0%, 1=0,1,2
Remarque: Vi I, #0=/(=0,1
— Calcul de Ry
Ror = 0ol0y — 01l + (D' eI )s—0,0 — (T0sT5p)em0,1
Ror = 0+ (T 0l01)e=01 + (Tl =01 — (TosT0)s=01 — (TosTi1)s=01.
Ror = 0+ (Il o1 — (T051)s—01

v\ AU AN A
_ LA oA A AN A
R = (G5 +2r )y -G+ =7,

Dans le vide Ry; = 0= A =0

— Calcul de Ry

Ry = lgb O 00 — BT o0 + T — ThosTy

Ry = 0iTgy — 0Ly + (MesTh0)s=01 — (FosT6)e=1



Ry = 9Tgy — ALy + (T 0l 0p)e=1 + (T eaTgp)ez0 — (TosTo1)s=0.1

Ry = (71Féo — (90F(1)1 + (F%orgo) + (Femréo)ﬁ:mﬁ — (F(lnF(ln) — (F(1)0F81)

Vo, A A y 72 U U VAU
_ (v A N\ N 9 Yov (N2 v
7 . / \ \ \
VWA A A A
Rop = " (54— +rv) =55+ (5~ G)

— Calcul de Ry

Ry = z§1 Ol 11 — 0Ty + T8I, — T,

R = Y — (0T )e=o23 + (M6l s=01 — (M1l )ea

Rll = OOF% — (81F§£)g7g1 + (Fgf()r(l)l)f:(] + (Fgﬁll—%l)ﬁ#l - (Ftisriwf?él
/

v _
(Tl = 5 2 LM = (M) 4+ (Dl )emsmo 2,3

A v ) v/ N
_ N (A=) (T —1y/ A (A=v) 49 -\
Ry 80(2Ce ) (2+2r )+(4cze )+(2+7" )2
Z/ 2 e (A (A7)
((2) +2(r7) +(20) e )
A V" ) v ! v A
_ (A—v)\ . (A=) R, e A S N2 NN2  (A-v)



» A\ o\ \ SN B .
Ru = 7 (g = qa v G ) — G NP

conclusion :
Rne”_A + Ry = T_l(Vl + )\')e(”_k)
Dans levide Ryy = Rj; = 0=vV +XN = 0et -1 — V2 —or 1y = 0

— Calcul de Ry
Roy = 522 Ol 99 — 0o op 4+ T Ty — T, T,
Roy = T3y — 0ol + (M0l hg)es — (I2sI50)e2
V/ + )\/ B
(Fff)ésé? = 5 +r! (F€28F§£)€#2 = I50gy + 5505

Ryy = O3y — 0ol + Doy (M) — (15T + I55155)

/ )\/
Roy = (—re ™) +(1+ cot?(0)) + (—re (0 417 = (=™ + cot?(0)
Y.
Ry = l—re_A(V A +r 1)




— Vérification de Rs3

R33 = gg Ol 35 — 05T 50 4+ T T — T5.T,

remarquons : 3 =0 [y = (=12 ng)g?ﬁg = s=3

Rys = (01%3)=12 — 0+ €§3(F58F§3)s:1,2 — (T4,T5)) 520

V/+)\, B
(F(if)ﬁ%i% = 5 +r! (F@)E#S =0 (ng’»ngz)E#S = F§3F§,1+F§3F33

Ryy = Ohlis+ 0ol55 + Tl (T'in)ess + 0 — (D305 1 + T3055)

Rsz = (—rsin®(0)e A)’+(sz'f/22((9)—0032(19))+(—7“sm2((9)e_>‘)(V ;)\ +r Y —(—sin®(0)e *—cos*(6))
. 9 V=N —1 . 9
Rs3 = sin*(0)(1 —re \( ;1T )) = sin“(0)Ra
la solution
: C
A =0 Vo= =N e =1-= o =0
r

— La métrique de Schwarzschild est de la forme (siv+ A = f(t) = 0)

ds® = (1—0)020[152— (1—0

. . ) “rdr? —r* (dA* +sin®0dy* ) si f(t) =0

C = r, est le rayon de Schwarzschild =



