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"Le livre de M. Boltzmann sur les Principes de la Mécanique nous incite a établir
et a discuter du point de vue mathématique d’'une maniére compléte et rigoureuse
les méthodes basées sur l'idée de passage a la limite, et qui de la conception
atomique nous conduisent aux lois du mouvement des continua."

David Hilbert (1900). *

*http ://fr.wikipedia.org/wiki/equation_de_Boltzmann



La meécanique statistique

Systéme de la mécanique statistique
N constituants microscopiques sous agitation thermique

N~ 1023 >> 1

Etat microscopique
Classiquement , I'état de tous les constituants peut étre déterminé
a I'instant t dans I'espace de phase z.

r = (CBZ) = (Xz'api)z' = 1,...N soit 6 N dimensions

La densité de probabilité dans |'espace de phase , symetrique par
rapport aux permutations, est normalisée a N!

D(z) = D(xq1,...xN) /D(if;) dr = N! avec dr = dxq...dzxyn

Hypothése ergodique
La mesure macroscopique de A est la moyenne sur un "ensemble"
d’'états microscopiques du systeme.

<A> = %/A(&‘:) D(F) dr soit P(F) = % D(7)
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La statistique

e fonctions de distribution a une et deux particules

f1(x) = w7 [ X 6(x — 2)D(F) dr = 27+ [ D(F) dxp...dzy

fo(z,2) = = 3257 [D(F) drs...dry
fi1(x) est la densité de constituants en = avec [ fi(z) dz = N
e Les fonctions de corrélation a deux particules sont par définition
g2(z, ")
go(z, ') = folz,2') — f1(z)f1(2)

e pour les systemes dilués V —coet N >>1
go(z,z’) — 0

e Par exemple, la densité de probabilité a t =20

permutations

DI =x1,..cN) = > 6(z;; —x1(0))... 0(x;, —zN(0))
V 11,...0N



La mécanique (dynamique classique)

e le crochet de Poisson {A, B} a N constituants

0A 0B O0A 0B
0X Op Op 0X

{A@),B@} = ). (

3N

)

e évolution de la fonction A(Z,t) du systéme de N constituants

A = —{H,A} = NoA
= A(z,t) = exp(A t)o A(Z,0)
avec N = > 3N

exemples A= X, ou A = p;
e On montre (réf Akhiezer & al éditions MIR 1977)

o _ _ - -
aD(a:,t) = —{H(2),D(z,t)}



e Sil'hamiltonien ne comprend que des termes a 1 ou 2 constituants

H o= > H@+ > V(@) = H)+H(2)

(i7)
e Oon montre les équations de BBGYK *
o
a fn(a}l.mn,t) — ...(fn)..., (fn_l_l) ........ n S N

e Avec n = 1, BBGYK devient :

%fl(ib‘l,t) = —{H(l),fl(l’l,t)}—/ dzo {V(1,2), fo(z1,22,t)}

*Bogolioubov-Born-Green-Yvon-Kirkwood



Un

modeéle explicite
Précisons les hamiltoniens a un ou deux constituants

2
H(1) = %+U(X1> V(1,2) = V(X1 — Xp)

Calcul des crochets de Poisson

(H), fi(e1, )} = T2 g + F1glt FLo= 3%
V(1,2), fa(e1,22,)} = F12 (32 — §2) P = -
Equation d'évolution de fi
0 p1 Of1 01 /
= B+ 24 op T = aes {V(12), 2o, 1
5 f1(z1 )-I-m e + F1 o1 o {V(12), fo(z1,22,1)}

Tous les termes de I'équation ci-dessus sont de dimension

*

Si le systéme est dilué (sans corrélations)

fo(x1,20,t)} = fi1(x1,t) f1(x2,t) + O. 4



L’équation de Boltzmann

LLes hypothéeses

1. Les particles interagissent selon des collisions binaires; le gaz
est suffisamment dilué pour pouvoir négliger les corrélations.

fo(z1,z0,t)} = fi1(x1,t)f1(z2,1)

2. Les collisions sont localisées dans |I' espace et donc dans le
temps. A la limite , on doit pouvoir poser

V(X1 —-X2) = ad(X1—X>o)

3. Les collisions sont élastiques, c'est-a-dire que lI'impulsion et
I’énergie sont préservés lors d'une collision. Le vecteur & (figure
2) sur la demi-sphére unité détermine |'état final

P =p—q¢ = p— (mV .)€
p1 = p1+4qd = p1+ (mVr .e) e

(€ est la direction du transfert d'impulsion, voir I'annexe )
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4. Les constituants sont des sphéeres dures. La section différentielle
s'écrit

do = s°cos(a) d2a = R? dS2y = oiot = 4mR?

(voir I'annexe : s = 2R)
Le nombre de collisions par unité de temps dans dS2

dn = F X do avec le flux de particules F' = densité x V;
5. Equation cinétiqgue de Boltzmann s’écrit

S @t +L2 g6 + F gl = L3 (a, f) = intégrale de collision
Lz, f) = [ |Vl 35 (F1f = f1f) d®p1 dS

fi = X0 ff = f(X,0) f1 = f(X,p1) f = f(X,p)

Les termes de |I'équation sont de dimension %



Espace de phase et intégrale de collision

> P
p1’ Pl p p°
— - ———— o i 0 ——
-4 X B
- q q
espace de phase

a 1 dimension



T héoreme H de Boltzmann

L.es hypotheses

1. Sans corrélations |la distribution de probabilité du systeme s’écrit

D(Z)
N

P(x) = =[] f(z;) avec f(z) telle que /f(:c) de = 1

2. La définiton de I'entropie conduit a

S = —k/P(fi) Ln(P(F)) dr = —kN/f(ac) Ln(f(z)) do

Cette relation définit I'entropie a une constante préscarsi f —a f
et x — x/a

S— S —kN Ln(a)

3. La variation de lI'entropie dans tout |'espace

S = —k N/afa(tx) Ln(f(z)) dx avec dz = d3X d3p



4. La variation de lI'entropie ne dépend que de l'intégrale de col-
lison (Annexe 2) donc

do

o (1 = f1F) Ln(f) d>p1 d3p dQp d°X
)

§ = —kN/|\7r|

5. Puis on symétrise et on inverse la collision; | Vi | est invariant
dans ces transformations, idem pour |'élément d'intégration,

. 1 fif 3 3 3
$ = —kN/V do o1 /gl B B dQs dB3X
+ 4 | Vi | i n(ffl) (fif = f1f) d°p1 d7p dS2y

6. Conclusion
S>0

car ‘v’uZ% = Ln(uw)(u—1)>0

7. A I'équilibre f(x) est évidemment indépendant de X mais il reste
a démontrer que la distribution de Maxwell satisfait a S = 0

8. Les deux termes intervenant dans S peuvent &tre interprétés
comme des gains et des pertes entropiques

9. A la limite T -0, |V, |—>~0et $— 0.



La statistique classique de Maxwell

e La distribution de Maxwell a un constituant (avec g8 = I%T)

2
f(z) de o« exp(—8L—) d3x d3p
2 m

e Vérifions que l'entropie est stable pour cette distribution

/2 12 2 2
Py +p<—pf—0p
= exp(—8 -

VA 2 m

a cause de |la conservation de |I'énergie dans la collision élémentaire

) = 1

a+b—a +b

e Conclusion : dans les conditions de la distribution de Maxwell,
I'équilibre est réalisé

S =0 et L@@, ) =0



Annexe 1

Soit a décrire une collision a deux corps sans changement de nature
des constituants :

a+b—a +V

(p) + (p1) = @)+ (p}) cons de (p)

—

— Le transfert d'impulsion q

— —

g =p—p = —p1+7p]
— L’'impulsion totale du systeéme a + b

Prot = D + P1 = P + 5]

— La vitesse relative des constituants



Dans le laboratoire

e Conservation de I'énergie aveC mg = my = m
12 12 2 2
p°+pi = p°+0p1

e Conségquence

—

Soit € dans la direction ¢ :
g= m (V, .&) ¢
Le vecteur € sur la demi-sphére unité détermine |I'état final

—

27' = p—q = ﬁ—m(Vr -g) €

p1 = p1+4qd = p1+m (Vr.€) &



Collision de sphéres dures dans le référentiel du centre de masse
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La section efficace dans centre de masse

— La distance d'interaction s = 2R et le parametre d’'impact b
b = s sin(a) O0<a<n/2
L'angle de diffusion 6
0+2a0 = =
La section efficace o
do = 2nbdb = s°sin(a)cos(a) da do 0<b<s

— La section différentielle

g2

do = s%cos(a) dQn = — A% = otor = Ar R?
— Le nombre de collisions par unité de temps dans dS2

dn = F X do avec F' = densité x V,
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Annexe 2

Soit a démontrer que la variation de I'entropie ne dépend que l'inté-
grale de collision L(2)(z, f) rappel z = (X, p)
e 1. La variation de I'entropie dans tout I'espace est :

S = —kN/J (8]“8_(;:)) Inf(x) dx

of (z, 0 0
“pt g — FO 4+ 1@, )

ya
m

e 2. en remplacant ...

S = —k N/ (—£ or f + L(Q)(a: f)) Inf(x) dx

e 3. Les deux premiers termes correspondent a l'intégrale d'une
divergence :

S = —k N /{dw(J(le)) + L(Q)(:B,f) ILnf(x)} dx

i@ = @ mi@) ()

e 4. donc $ ne dépend que de L2 (x, f) 12



