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Plan

1. Rappels de dynamique classique

� Mouvement d'un référentiel (d'un solide)

� La moindre action : lagrangien , équations de Lagrange-Euler,

hamiltonien etc..

2. Dynamique d'un système de points

� Dans un référentiel galiléen et non-galiléen

� Action des forces intérieures (contraintes) et des forces d'inertie

� Quelques exemples simplistes

3. Mouvement contraint sur une surface

� Géométrie di�érentielle , notations

� Action des forces de contraintes quelques exemples

� Géométrisation de la gravitation classique

4. Extensions

� Relativité générale

� Les métriques de Schwarzschild et de Friedmann et al

� La géométrie dans les théories de Jauge...

5. Appendices (avec les calculs)

� Les équations de Friedmann

� La métrique de Schwarzschild
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Dynamique Lagrangienne

� Principe de moindre action A

dA = Ldt = −H dt+ p dx en MQ dϕ = ℏ−1 dA

minimisation : équation de Lagrange-Euler

d

dt

(
∂L
∂v

)
=

∂L
∂x

� Mouvement non-relativiste libre

L =
1

2
mv2 − 0

� Mouvement relativiste libre

L = −mc2
√
1− β2 ⇒ dA = −mc ds

� Mouvement non-relativiste contraint par une énergie potentielle

L =
1

2
mv2 − U(x)
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référentiels classiques

�gure 1
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Notations et constantes

KA système de référence galiléen origine A
v⃗0 vitesse d'un point M / KA
a⃗0 accélération du point M / KA
KO système de référence en mouvement origine O

V⃗ vitesse de O / KA

A⃗ accélération de O / KA

Ω⃗ vitesse de rotation de KO / KA
r⃗ position du point M / KO
v⃗ vitesse relative du point M / KO
v⃗e vitesse d'entraînement dans KA
a⃗ accélération relative du point M / KO
a⃗e accélération d'entraînement dans KA
a⃗c accélération de Coriolis dans KA
gµν métrique de la relativité restreinte + − − −
G cte de gravitation 6,673 10−11 m3.kg−1.s−2

Mpc méga parsec 3,086 10+19 km
c vitesse de la lumière 2,998 108 m.s−1
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Dynamique et cinématique classique du point

� Mouvement du référentiel KO par rapport à KA

V⃗ (t) A⃗(t) vitesse et accélération de O Ω⃗(t) vitesse de rotation de KO

Ω = 0 V = 0 Repos
Ω = 0 V ̸= 0 Translation

̸= 0 V⃗ .Ω⃗ = 0 Rotation

̸= 0 V⃗ .Ω⃗ ̸= 0 mvt Hélicoïdal

� Composition des vitesses et des accélérations

v⃗0 = v⃗ + v⃗e a⃗0 = a⃗+ a⃗e + a⃗c

v⃗e = V⃗ + Ω⃗ ∧ r⃗

a⃗e = A⃗+ Ω⃗ ∧ (Ω⃗ ∧ r⃗) + ˙⃗Ω ∧ r⃗

a⃗c = 2Ω⃗ ∧ v⃗

� Loi de Newton

m a⃗0 = F⃗ext + F⃗int = m (a⃗+ a⃗e + a⃗c)
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Dynamique d'un système de points isolés

� Système de forces dans KA

isolés KA F⃗i(ext) = 0⃗
le point Mi

solidaires KO F⃗i(int) telque
∑

i Fi(int) = 0

� Moment cinétique par rapport à A d'un système de points libres dans

KA

d

dt
M⃗A =

∑
ij

r⃗ij ∧ F⃗ij(int) = C⃗ = 0⃗

� Energie cinétique d'un système de points dans KA

d

dt
Ec = P =

∑
M

F⃗ .v⃗0 =
∑
ij

F⃗ij(int).v⃗ij + Ω⃗ . C⃗ = −
d

dt
U(int)

� exemple : le danseur

I1ω1 = I2ω2 δE =
1

2
(I2ω

2
2 − I1ω

2
1)
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Dynamique dans un référentiel "presque" galiléen

� Mi au repos par rapport à KO

F⃗i(ext) = 0⃗ ⇒ (a⃗)i = (v⃗)i = 0⃗

F⃗i(int) = m (a⃗e + a⃗c)i

= m

(
g⃗rad(A⃗.r⃗ − 1

2 | (Ω⃗ ∧ r⃗) |2) + r⃗ot (r
2 ˙⃗Ω
2 )

)
i

� Cas particuliers

• Translation accélérée

U = −m A⃗.r⃗

• Rotation uniforme : ˙⃗Ω = 0⃗

si O est choisi sur l'axe de rotation :

U = +
m

2
| (Ω⃗ ∧ r⃗) |2
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Exemple 1

�gure 2
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Exemple 2

�gure 3

� L'appartenance d'un point à un référentiel non galiléen implique l'exis-

tence de forces intérieures de cohésion ( de contraintes , de liaison).
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� Si le mouvement relatif génère une action de ces forces, la variation du

mouvement du référentiel mobile dépend alors de "sa propre inertie"

.

Exemple : cas de la �gure 2

I1 = I +mR2 I2 = I I >> mR2

ω2 = ω1 × (1 + mR2

I ) ∼ ω1

δEc = 1
2

(
Iω2

2 − (I +mR2)ω2
1

)
∼ 1

2 m R2ω2
1

� Dans le cas 2 , il y a une "conspiration" entre l'action contre la force

centrifuge qui travaille et l'action contre la force de Coriolis qui ne

travaille pas mais qui maintient la valeur du moment cinétique.



�gure 4

Mouvement sur une surface
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Géométrie di�érentielle

� Notations

ds = dM = ei dqi (ei, ej) = gij (ei, ej) = δij gij = (g)−1

ds2 = gij dqidqj v2 = gij q̇iq̇j

� Dynamique du point M de masse m

L = m
2 v

2 − U d
dt

(
∂L
∂q̇i

)
= ∂L

∂qi

∂L
∂q̇i

= m gij q̇j ; ∂L
∂qi

= −∂U
∂qi

+ m
2

∂glj
∂qi

q̇lq̇j

gik q̈k = 1
2(−

∂gij
∂ql

− ∂gil
∂qj

+
∂glj
∂qi

) q̇lq̇j −m−1 ∂U
∂qi

Γk
lj = 1

2 gik (
∂gij
∂ql

+ ∂gil
∂qj

− ∂glj
∂qi

)

q̈k = −Γk
lj q̇lq̇j − m−1 F k

connexion a�ne et Γk
lj est le symbole de Christo�el qui véri�e : ėl = Γk

lj q̇j ek
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Formulaire de Géométrie di�érentielle

� L'intervalle d'espace et le tenseur métrique

dM = ei dqi ⇒ ds2 = gij dqidqj

� Le symbole de Christo�el Γk
lj

deℓ = Γk
ℓj dqj ek ou ėℓ = Γk

ℓj q̇j ek

Γk
ℓj = 1

2 gik (
∂gij
∂qℓ

+ ∂giℓ
∂qj

− ∂gℓj
∂qi

) = Γk
jℓ

� La dérivation covariante ∇ℓ
js

∇ℓ
js = gℓs ∂j +Γℓ

js

� Le tenseur de Riemann Rℓ
ijk

Rℓ
ijk = ∂jΓ

ℓ
ik − ∂kΓ

ℓ
ij +Γℓ

jsΓ
s
ik − Γℓ

ksΓ
s
ij = ∇ℓ

jsΓ
s
ik −∇ℓ

ksΓ
s
ij

� Le tenseur de Ricci

Rik = Rℓ
iℓk = ∂ℓΓ

ℓ
ik − ∂kΓ

ℓ
iℓ +Γℓ

ℓsΓ
s
ik − Γℓ

ksΓ
s
iℓ

Rik = ∇ℓ
ℓsΓ

s
ik −∇ℓ

ksΓ
s
iℓ
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Mouvement sur une surface

Choix des paramètres

• L'axe e⃗3 est normal à la surface

� le point doit "rester" dans le plan tangent (q1, q2) avec q̇3 = 0
� Les équations du mouvement dans le plan tangent (k ∈ 1,2) ne dé-

pendent que de la force extérieure tangentielle F k ̸= 0 k ∈ 1,2
(frottements ou autres)

i, j, k ∈ 1,2 q̈k = −Γk
ij q̇iq̇j + m−1 F k

• La réaction (force extérieure) qui agit dans le cas du mouvement "libre"
sur la surface est proportionnelle à la masse d'inertie m,

k = 3 i, j ∈ 1,2 q̈3 = 0 ⇒ F 3 = m Γ3
ij q̇iq̇j

• The equivalence principle is dealing with the equivalence of gravitational and inertial

mass, and to Albert Einstein's observation that the gravitational force as experienced

locally while standing on a massive body (such as the Earth) is actually the same as

the pseudo-force experienced by an observer in a non-inertial (accelerated) frame of

reference. ∗

∗. http ://en.wikipedia.org/wiki/Equivalence principle
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Mouvement sur un paraboloïde d'axe Oz

�gure 5
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� M : ru⃗r + zu⃗z = (r cos(θ), r cos(θ), z = ar2)

i = 1,2 qi = r , θ

� dM = e1 dr + e2 dθ

� Connexions a�nes

Γk
ij

(ij) (11) (12)=(21) (22)

k=1 a(r) 0 b(r)
k=2 0 r−1 0

a(r) = 4a2r
1+(2ar)2

b(r) =

−r
1+(2ar)2

� Equation en θ ( conservation Lz = m r2θ̇)

θ̈ = −(Γ2
12 +Γ2

21)ṙθ̇ = −2 r−1ṙθ̇

� Equation en r ( conservation Etot =
1
2mv2 + U ∗ )

r̈ = −Γ1
11ṙ

2 − Γ2
22θ̇

2 + m−1 g11(−∂ U
∂r )

= −aṙ2 − bθ̇2 − m−1 (1 + (2ar)2)−1∂ U
∂r

∗. exemple U = mgz = mgar2



Détermination de la réaction par la mécanique

� Le cas du paraboloïde en coordonnées cylindriques avec m = 1

e⃗3 = r−1e⃗1 ∧ e⃗2

e⃗1, e⃗2, e⃗3 / la base u⃗r, u⃗θ, u⃗z

 1 0 −2ar
0 r 0

2ar 0 1



A⃗ = R⃗ = Nz e⃗3 = F3e⃗3

r̈ − rθ̇2 = −2ar Nz

rθ̈ + 2ṙθ̇ = 0
z̈ = 2a(rr̈ + ṙ2) = Nz

F3 = Nz = 2a (1 + 4a2r2)−1
(
ṙ2 + r2 θ̇2

)
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Détermination de la réaction par la géométrie di�érentielle

� Application de la formule générale

F3 = Γ3
ij q̇iq̇j i, j ∈ 1,2

� les connexions a�nes Γ3
ij

ėi = Γ3
ij q̇j e3 + ... avec i, j = 1,2

Γ3
11 = 2a

1+(2ar)2
Γ3
12 = 0 Γ3

22 = 2ar2

1+(2ar)2

� Application à F3

R⃗ = F3 e⃗3

F3 = Nz = Γ3
11 ṙ2 + Γ3

22 θ̇2 = 2a
(1+4a2r2)

(
ṙ2 + r2 θ̇2

)
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Trajectoire géodésique : mouvement libre sur la surface !

� L'équation de la géodésique sur la surface telle que e3 ⊥ à la surface

i, j, k.. ∈ (1,2) q̈k = −Γk
ij q̇iq̇j

� Elle minimise l'action de Lagrange sur la surface

A =
∫ b

a
L dt avec L ∼ v2 = gij q̇iq̇j

� La distance parcourue D entre a et b est

D =
∫ b

a
v dt avec v =

√
gij q̇iq̇j

dans wikipedia on trouve (d'après Cauchy-Schwartz ∗)

D2 ≤ (b− a) A Amin ⇒ Dmin ?

voir appendice 3

∗. ∀λ
∫ b

a
(f(x) + λ)2dx ≥ 0 ⇒ (

∫ b

a
f(x)dx)2 ≤ (

∫ b

a
1dx)

∫ b

a
(f(x))2dx
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Géométrisation de la gravitation classique (version 1)

hypothèse : Soit un champ coulombien ponctuel ϕ(r)

� Equations classiques avec m = 1 ( métrique euclidenne)

ẍi = −∂i(ϕ) x⃗ = (xi) avec i = 1,3

△ϕ = 4πG ρ(r) ρ(r) = M δ(r⃗) ϕ(r) = −G M
r

� Géodésique dans l'espace-temps plongé dans (λ, x0, x⃗) (métrique + - - -)

q̈µ = −Γµ
νσ q̇ν q̇σ qµ ≡ xµ µ, ν, σ = 0, ..3

� Réduction à la "surface" λ = t

c2 Γi
00 = −∂iϕ = +∂i(ϕ) Γ0

00 = Γ0
ij = Γk

ij = 0

c2Ri
0j0 = −c2 Ri

00j = −∂j∂iϕ les autres Ri
kjl = 0

c2 R00 = △ϕ = 4πG ρ(r) c2ρ(r) ∼ T00

Equation d'Einstein : R00 = 4πG
c4

T00
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Géométrisation de la gravitation classique (version 2)

� Le lagrangien d'un point dans un champ de gravitation

L = −mc2 + m
2
v2 −mϕ(x⃗)

A =
∫
L dt

� On en déduit l'intevalle d'espace temps (temps propre)

L dt = −mc ds → ds = (c−
v2

2c
+

ϕ

c
) dt

puis ds2 avec les termes dominants

ds2 = (c2 +2ϕ)dt2 − dx⃗2 + ...

� Les symboles de Christo�el

g00 = 1+
2ϕ

c2
gii = −1 gij = 0 ⇒ Γi

00 = −
1

2
gik ∂k g00 = −

1

c2
∂iϕ

� remarque : ϕ
c2
est sans dimension

c2 R00 = △ϕ = 4πG ρ(r)
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La gravitation générale

� Equation d'Einstein Référence [1] ∗(
Rµν − 1

2
gµνR

)
− gµνΛ = a Tµν

R = −a T − 4Λ avec T ou R = Tr (T )(ou R) et Tr (X) = gµνXµν

Rµν = = a Tµν − 1
2
gµν (a T +2 Λ)

� En principe, le programme est simple mais ... :

Tµν → Rµν (courbure) → la métrique (di� 2ième ordre) → géodésique (t, x⃗)

Exemple : T00 ̸= 0, Λ ̸= 0 et ∀i, j ∈ 1, ..3 Tij = T0j = 0

R = −a (g00 T00)− 4 Λ

R00 = a
2
( T00)− g00 Λ

Rij = −gij
(
a
2

(g00 T00) + Λ
)

� Equation aux dimensions (physiques) : soit à véri�er Rij ∼ L−2

G ∼
L

M2
W ⇒ a ∼

L

W
T00 ∼

W

L3
⇒ R00 ∼ a T00 ∼

1

L2
cqfd

∗. a = 8πG
c4

= 2,0 10−43 m J−1
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Cas des métriques scalaires

2gkk′Γk′

lj =

(
∂gkj

∂ql
+

∂gkl

∂qj
−

∂glj

∂qk

)
=

(
∂lgkj + ∂jgkl − ∂kglj

)

2gkk′Γ
k′
(lj) 0 1 2 3

(00) ∂g00
∂q0

−∂g00
∂q1

−∂g00
∂q2

−∂g00
∂q3

(01) ∂g00
∂q1

∂g11
∂q0

0 0

(02) ∂g00
∂q2

0 ∂g22
∂q0

0

(03) ∂g00
∂q3

0 0 ∂g33
∂q0

(11) −∂g11
∂q0

+∂g11
∂q1

−∂g11
∂q2

−∂g11
∂q3

(12) 0 ∂g11
∂q2

∂g22
∂q1

0

(13) 0 ∂g11
∂q3

0 ∂g33
∂q1

(22) −∂g22
∂q0

−∂g22
∂q1

+∂g22
∂q2

−∂g22
∂q3

(23) 0 0 ∂g22
∂q3

∂g33
∂q2

(33) −∂g33
∂q0

−∂g33
∂q1

−∂g33
∂q2

+∂g33
∂q3

métrique scalaire

signes ? si l = j ̸= k signe − si l = j = k signe + si l ̸= j signe +
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La métrique à symétrie sphérique

� La métrique : ds2 = eν(dx0)2 − eλ dr2 − (r)2(dθ2 + sin2θ dϕ2)
Les coordonnées sont :

q0 = ct; q1 = r; q2 = θ; q3 = ϕ
g00 = eν g11 = −eλ g22 = −r2 g33 = −r2 sin2 θ
avec λ(r, t) et ν(r, t)

Γk
(lj) 0 1 2 3

(00) 1
2g00

∂g00

∂q0 − 1
2g11

∂g00

∂q1 0 0

(01) 1
2g00

∂g00

∂q1

1
2g11

∂g11

∂q0 0 0

(02) 0 0 0 0
(03) 0 0 0 0

(11) − 1
2g00

∂g11

∂q0 + 1
2g11

∂g11

∂q1 0 0

(12) 0 0 1
2g22

∂g22

∂q1 0

(13) 0 0 0 1
2g33

∂g33

∂q1

(22) 0 − 1
2g11

∂g22

∂q1 0 0

(23) 0 0 0 1
2g33

∂g33

∂q2

(33) 0 − 1
2g11

∂g33

∂q1 − 1
2g22

∂g33

∂q2 0

la symétrie sphérique
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La symétrie sphérique (suite)

g00 = eν g11 = −eλ g22 = −r2 g33 = −r2 sin2 θ

Γk
(lj) 0 1 2 3

(00) ν̇
2c

ν′
2 e(ν−λ) 0 0

(01) ν′
2

λ̇
2c 0 0

(02) 0 0 0 0

(03) 0 0 0 0

(11) λ̇
2c e(−ν+λ) λ′

2 0 0

(12) 0 0 r−1 0

(13) 0 0 0 r−1

(22) 0 −r e−λ 0 0

(23) 0 0 0 cot θ
(33) 0 −r sin2 θ e−λ − sin θ cos θ 0

avec si f(r, t) ḟ = c ∂0f et f ′ = ∂1f
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� Equations d'Einstein , dans le vide autour d'une source sphérique :

Tµν = 0 = Rµν

on ne trouve que 3 équations indépendantes sur ν(r, t) et λ(r, t)
(appendice 2)

∂
∂r
(ν + λ) = 0

λ̇ = 0
e−λ(∂λ

∂r
− 1

r
) + 1

r
= 0

� Intégration des équations : λ+ ν = f(t) et (1− e−λ) = C
r

on prend ν → ν + f(t) ⇒ ν = −λ (choix de t) et

eν = e−λ = g00 = 1− C
r
→ 1− 2 GM

r c2
quand r → ∞

La métrique Schwarzschild (1916) , les trous noirs de rayon rs

ds2 =
(
1−

rs

r

)
c2dt2 −

(
1−

rs

r

)−1
dr2 − r2

(
dθ2 + sin2 θ dφ2

)
voir appendice 2 Une singularité ! pour r = rs = 2G M

c2

soit pour c2

2 = G M
rs

( vitesse de libération = c) pour le soleilM = M⊙ on a rs =

3 km



La métrique de Friedmann Lemaître Robertson Walker

� La métrique ∗

ds2 = c2dτ2 = c2dt2 − λ(t)2dΣ2

Σ ranges over a 3-dimensional space of uniform curvature, that is,

elliptical space, Euclidean space, or hyperbolic space. It is normally

written as a function of three spatial coordinates, but there are several

conventions for doing so.

dΣ does not depend on t ? all of the time dependence is in the function

λ(t), known as the "scale factor".

� hypothèse d'isotropie

dΣ2 = A(r)dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

� hypothèse euclidienne

dΣ2 = dx2 + dy2 + dz2

voir appendice 1

∗. http ://en.wikipedia.org/wiki/Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker metric
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Cas de la métrique de FLRW

2gkk′Γk′

lj =

(
∂gkj

∂ql
+

∂gkl

∂qj
−

∂glj

∂qk

)

2gkk′Γ
k′
(lj) 0 1 2 3

(00) 0 0 0 0

(01) 0 ∂g11
∂q0

0 0

(02) 0 0 ∂g22
∂q0

0

(03) 0 0 0 ∂g33
∂q0

(11) −∂g11
∂q0

+∂g11
∂q1

−∂g11
∂q2

−∂g11
∂q3

(12) 0 ∂g11
∂q2

∂g22
∂q1

0

(13) 0 ∂g11
∂q3

0 ∂g33
∂q1

(22) −∂g22
∂q0

−∂g22
∂q1

+∂g22
∂q2

−∂g22
∂q3

(23) 0 0 ∂g22
∂q3

∂g33
∂q2

(33) −∂g33
∂q0

−∂g33
∂q1

−∂g33
∂q2

+∂g33
∂q3
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La métrique de Friedmann & al dans l'espace R3 euclidien

� Avec g00 = 1 et gii = −λ(t)2 ∀ i = 1, ..3

il ne reste que :
∂g11

∂q0
=

∂g22

∂q0
=

∂g33

∂q0
= −

2λ(t)λ̇(t)

c

Γk′

(lj) 0 1 2 3

(00) 0 0 0 0

(01) 0 1
2g11

∂g11

∂q0 = λ̇
cλ

0 0

(02) 0 0 1
2g22

∂g22

∂q0 = λ̇
cλ

0

(03) 0 0 0 1
2g33

∂g33

∂q0 = λ̇
cλ

(11) 1
2g00

−∂g11

∂q0 = λ̇λ
c

0 0 0

(12) 0 0 0 0
(13) 0 0 0 0

(22) 1
2g00

−∂g22

∂q0 = λ̇λ
c

0 0 0

(23) 0 0 0 0

(33) 1
2g00

−∂g33

∂q0 = λ̇λ
c

0 0 0

� Les composantes non-nulles du tenseur de Ricci Rµν sont les suivantes :

R00 =
∑

ℓ ̸=0 ∂ℓΓℓ
00 − ∂0Γℓ

0ℓ +Γℓ
ℓsΓs

00 − Γℓ
0sΓs

0ℓ = − 3
c2

(
d
dt
( λ̇
λ
) + ( λ̇

λ
)2
)

Rii =
∑

ℓ̸=i ∂ℓΓℓ
ii − ∂iΓℓ

iℓ +Γℓ
ℓsΓs

ii − Γℓ
isΓs

iℓ = − 1
c2

(
d
dt
(λλ̇) + (λ̇)2

)
∀i = 1..3
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Prédictions de la gravitation générale (modèle d'Einstein-de Sitter)

� Equations d'Einstein avec : T00 = ρ(t) c2 Tij = 0 Λ = 0 a = 8πG
c4

R00 = a
2
ρ(t) c4 = −3 λ̈(t)

λ(t)∑
i>0R

i
i = −3 a

2
ρ(t) c4 = −3

(
λ̈(t)
λ(t)

+2( λ̇(t)
λ(t)

)2
)

� Changement de fonction avec h(t), comme Hubble : h = λ̇
λ.

−3 (ḣ+ h2) = a
2 ρ(t) c4 = +3

2 h2 = −ḣ

� Solution des équations (2ième ordre , équations de Friedmann)

2ḣ+3h2 = 0 h−1 = 3
2 t+0 ρ(t) = 3

8πG h2

� Conséquences

h−1 = 3
2 t ρ̇

ρ = −3 h ⇒ ρλ3 = cte λ(t) ∝ (t)2/3

� Le Big bang : la singularité à t = 0 !

t → 0 h ∼ t−1 → ∞ ρ ∼ t−2 → ∞ λ ∼ t2/3 → 0
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Quelques résultats numériques

� constante de Hubble : les mesures les plus récentes, en 2008, donnent ∗

h0 = 80,0± 2,7 (km/s)/Mpc h−1
0 = 12,2 109 a

� dans le modèle présenté : univers plat, homogène , en expansion

� La densité d'énergie est déterminée et dite densité critique † :

ρ0 c2 = 3 c2

8π G h20 = 6,74 GeV/m3 ∼ 7,2 (nucléons) /m3

� L'"âge" de l'univers est

t0 =
2

3
h−1
0 = 8,0 109 a

∗. Mpc = Mégaparsec = 3,086 1019 km

†. mp = 0,938 GeV/c2 (proton) GeV = Giga électron-volt = 1,602 10−10 J
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�gure 6 (réf wikipedia) ‡

Estimated relative distribution for components of the energy density of the

Universe :

� Dark energy dominates the total energy (74%)

� while dark matter (22%) constitutes most of the mass.

� Of the remaining baryonic matter (4%), only one tenth is compact.

On 21 March 2013, the European-led research team behind the Planck cos-

mology probe released new data re�ning these values to 4.9% ordinary mat-

ter, 26.8% dark matter and 68.3% dark energy.

‡. http ://en.wikipedia.org/wiki/Friedmann equations



Quantum gravity et théories de jauge

�gure 6 ∗

∗. http ://en.wikipedia.org/wiki/File :Quantum gravity.png
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Conclusion

quelques pistes pour poursuivre l'étude

� Les tests de la relativité générale

� Les modèles cosmologiques réalistes

� La limite classique

� Les marées en relativité générale

� Electromagnétisme et gravitation classiques

� La gravitation quantique
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Appendice 1 : : Les équations de Friedmann

� La métrique de Robertson Walker (réf 1 page 442 et suivantes)

ds2 = c2dτ2 = c2dt2 − λ(t)2dΣ2

� hypothèse d'isotropie dans R3 :

dΣ2 = A(r)dr2 + r2dΩ2, où dΩ2 = dθ2 + sin2 θ dϕ2.

avec A(r) = (1− k r2)−1

R (coubure dans R3 ) = − 6 k

� Les coordonnées sont :

q0 = ct; q1 = r; q2 = θ; q3 = ϕ

g00 = 1; g11 = −λ(t)2A(r); g22 = −λ(t)2r2; g33 = −λ(t)2r2 sin2(θ)
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Calcul des symboles de Christo�el

2Γk
lj = gkk

′ (
∂l gk′j + ∂j gk′l − ∂k′ glj

)
g00 = 1; g11 = −λ(t)2A(r); g22 = −λ(t)2r2; g33 = −λ(t)2r2sin2(θ)

k ̸= j Γk
jj = − 1

2gkk
∂k gjj Γk

kk = + 1
2gkk

∂k gkk Γk
kj = + 1

2gkk
∂j gjk

Γk
(lj) 0 1 2 3

(00) 0 0 0 0

(01) 0 1
2g11

∂g11

∂q0 = λ̇
cλ

0 0

(02) 0 0 1
2g22

∂g22

∂q0 = λ̇
cλ

0

(03) 0 0 0 1
2g33

∂g33

∂q0 = λ̇
cλ

(11) 1
2g00

−∂g11

∂q0 = −g11

g00

λ̇
cλ

1
2g11

+∂g11

∂q1 = A′

2A
0 0

(12) 0 0 1
2g22

∂g22

∂q1 = 1
r

0

(13) 0 0 0 1
2g33

∂g33

∂q1 = 1
r

(22) 1
2g00

−∂g22

∂q0 = −g22

g00

λ̇
cλ

1
2g11

−∂g22

∂q1 = −g22

g11

1
r

0 0

(23) 0 0 0 1
2g33

∂g33

∂q2 = cot(θ)
1

(33) 1
2g00

−∂g33

∂q0 = −g33

g00

λ̇
cλ

1
2g11

−∂g33

∂q1 = −g33

g11

1
r

1
2g22

−∂g33

∂q2 = −g33 cot(θ)
g22

0

|(2gii)−1∂0 gii =
λ̇

cλ
|(2gii)−1∂1 gii = (2A)−1 A′ ou r−1 |(2g33)−1∂2 g33 = cot(θ)|
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Calcul des symboles de Christo�el (suite)

q0 = ct q1 = r q2 = θ q3 = ϕ

g00 = 1 g11 = −λ(t)2A(r) g22 = −λ(t)2r2 g33 = −λ(t)2r2sin2(θ)

Γk
(lj) 0 1 2 3

(00) 0 0 0 0

(01) 0 λ̇
cλ

0 0

(02) 0 0 λ̇
cλ

0

(03) 0 0 0 λ̇
cλ

(11) A λ̇λ
c

A′

2A
0 0

(12) 0 0 1
r

0

(13) 0 0 0 1
r

(22) r2 λ̇λ
c

−rA−1 0 0
(23) 0 0 0 cot(θ)

(33) r2sin2(θ) λ̇λ
c

−rA−1sin2(θ) −sin(θ) cos(θ) 0
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Le tenseur de Ricci

Rik = ∂ℓΓ
ℓ
ik − ∂kΓ

ℓ
iℓ +Γℓ

ℓsΓ
s
ik − Γℓ

ksΓ
s
iℓ = ∇ℓ

ℓsΓ
s
ik −∇ℓ

ksΓ
s
iℓ

� Les composantes non-nulles du tenseur de Ricci Rik i, k ∈ 0, ...3
� pour i=k=0

R00 = ∂ℓΓℓ
00 − ∂0Γℓ

0ℓ +Γℓ
ℓsΓs

00 − Γℓ
0sΓs

0ℓ

= −
∑

ℓ=1..3

(
∂0Γℓ

0ℓ − Γℓ
0ℓΓℓ

0ℓ

)
= − 3

c2

(
d
dt
( λ̇
λ
) + ( λ̇

λ
)2
)

= − 3
c2

( λ̈
λ
)

� pour i=k=1

R11 = ∂ℓΓℓ
11 − ∂1Γℓ

1ℓ +Γℓ
ℓsΓs

11 − Γℓ
1sΓs

1ℓ
= ∂ℓΓℓ

11 − ∂1(Γℓ
1ℓ) + (Γℓ

ℓ0)Γ0
11 + (Γℓ

ℓ1)Γ1
11 − 2Γ0

11Γ
1
10 − (Γℓ

1ℓΓℓ
1ℓ)

= ∂0Γ0
11 − ∂1(Γℓ

1ℓ)ℓ=2,3 + (Γℓ
ℓ0)l=2,3Γ0

11 + (Γℓ
ℓ1)l=2,3Γ1

11 − Γ0
11Γ

1
10 − (Γℓ

1ℓ)2l=2,3

Γ0
11 = A

c λλ̇ (Γℓ
1ℓ)ℓ=2,3 = 2

r (Γℓ
ℓ0)l=2,3 = 2λ̇

cλ

Γ1
11 = A′

2A Γ1
10 = λ̇

cλ (Γℓ
1ℓ)

2
l=2,3 = 2

r2

� Calcul de R11

R11 = A
c2

d
dt
(λλ̇) + 2A

c2
λ̇2 + A′

A
1
r
− A

c2
λ̇2 = A

c2
(λλ̈) + 2A

c2
λ̇2 + A′

A
1
r

= Aλ2

c2

(
( λ̈
λ
) + 2( λ̇

λ
)2 + 2kc2

λ2

)
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Rik = ∂ℓΓ
ℓ
ik − ∂kΓ

ℓ
iℓ +Γℓ

ℓsΓ
s
ik − Γℓ

ksΓ
s
iℓ = ∇ℓ

ℓsΓ
s
ik −∇ℓ

ksΓ
s
iℓ

� pour i=k=2

R22 =
∑

ℓ ̸=2 ∂ℓΓ
ℓ
22 − ∂2Γℓ

2ℓ +Γℓ
ℓsΓs

22 − Γℓ
2sΓs

2ℓ

=
∑

ℓ ̸=2(∂ℓΓ
ℓ
22 − ∂2Γℓ

2ℓ) + (Γℓ
ℓsΓs

22)s=0..3 − (Γℓ
2sΓs

2ℓ)s=0..3

= ∂0Γ0
22 + ∂1Γ1

22 − ∂2Γ3
23 +0+ ((Γℓ

ℓ0)ℓ=1,3Γ0
22) + ((Γℓ

ℓ1)ℓ=1,3Γ1
22)

−(Γℓ
22Γ2

2ℓ)ℓ=0,1 − (Γ3
23)

2

Γ0
22 = r2

c λλ̇ Γ3
32 = cot θ Γ1

11 = A′
2A Γ3

13 = r−1

Γ1
22 = −rA−1 (Γℓ

ℓ0)ℓ=1,3 = 2λ̇
cλ Γ2

02 = λ̇
cλ Γ2

12 = r−1

� Calcul de R22 avec A−1 = 1− k r2

R22 = r2

c2
(λ̈λ+ (λ̇)2) + (−rA−1)′ − cot′(θ)

+2r2

c2
(λ̇)2 − rA−1( A′

2A
+ r−1)− r2

c2
(λ̇)2 +A−1 − cot2(θ)

R22 = r2

c2
(λλ̈+2(λ̇)2)− r

2
(A−1)′ −A−1 +1

R22 = r2 λ2

c2

(
( λ̈
λ
) + 2( λ̇

λ
)2 + 2kc2

λ2

)
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Rik = ∂ℓΓ
ℓ
ik − ∂kΓ

ℓ
iℓ +Γℓ

ℓsΓ
s
ik − Γℓ

ksΓ
s
iℓ = ∇ℓ

ℓsΓ
s
ik −∇ℓ

ksΓ
s
iℓ

� pour i=k=3

R33 =
∑

ℓ ̸=3 ∂ℓΓ
ℓ
33 − ∂3Γℓ

3ℓ +Γℓ
ℓsΓs

33 − Γℓ
3sΓs

3ℓ

=
∑

ℓ ̸=3(∂ℓΓ
ℓ
33 − ∂3Γℓ

3ℓ) + (Γℓ
ℓsΓs

33)s=0..3 − (Γℓ
3sΓs

3ℓ)s=0..3

=
∑

ℓ ̸=3 ∂0Γ
0
33 + ∂1Γ1

33 + ∂2Γ2
33 − 0+ ((Γℓ

ℓ0)ℓ=1,2Γ0
33) + ((Γℓ

ℓ1)ℓ=1,2Γ1
33)

+0− (Γℓ
33Γ3

3ℓ)ℓ=0,1,2 − 0

Γ0
33 = r2 sin2(θ)( λ̇λ

c
) Γ1

33 = −rA−1 sin2(θ) Γ2
33 = − sin(θ) cos(θ) Γ3

32 = cot(θ)

Γ3
30 = λ̇

λc
(Γℓ

ℓ0)ℓ=1,2 = 2λ̇
cλ

(Γℓ
ℓ1)ℓ=1,2 = A′

2A
+ r−1 Γ3

13 = r−1

� Calcul de R33 avec A−1 = 1− k r2

R33 = r2

c2
sin2(θ)(λ̈λ+ (λ̇)2) + sin2 θ(−rA−1)′ − (cos2 θ − sin2 θ)

+2r2

c2
(λ̇)2 sin2 θ − rA−1 sin2 θ( A′

2A + r−1)− r2

c2
sin2 θ(λ̇)2 +A−1 sin2 θ + cos2 θ

R33 = r2

c2
sin2 θ(λλ̈+2(λ̇)2)− r

2sin
2θ(A−1)′ − A−1 sin2 θ + sin2 θ

R33 = r2 λ2

c2
sin2 θ

(
(λ̈λ) + 2(λ̇λ)

2 + 2kc2

λ2

)
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Les équations

� Hypothèses :

T00(t) = ρ(t) c2 (densité d'énergie) Tij = T0j = 0 a = 8πG
c4

−6k = (coubure dans R3 ) Λ ̸= 0 = cte cosmologique

� Equations d'Einstein

R00 = a
2 T00 − Λ = − 3

c2
λ̈(t)
λ(t)∑

i=1..3 giiRii = −3( a
2 T00 +Λ) = − 3

c2

(
(λ̈λ) + 2(λ̇λ)

2 + 2 kc2

λ2

)
R = − 6

c2

(
(λ̈λ) + (λ̇λ)

2 + kc2

λ2

)
= − (a T00 +4Λ)

� Equations de Friedmann ∗

sur les fonctions λ(t), facteur d'échelle et T00(t).

( λ̇
cλ)

2 + k
λ2

= (13)(a T00 +Λ)

( λ̈
c2λ

) = (13)(−
a
2 T00 +Λ)

ou bien en éliminant T00 : 2 λ̈
c2λ

+ ( λ̇
cλ)

2 + k
λ2

= Λ

∗. http ://en.wikipedia.org/wiki/Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker metric
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� En fonction de h(t) = λ̇
λ (comme Hubble)

h2(t) + kc2

λ2
= c2

3 (a T00 +Λ) ḣ(t) + h2(t) = c2

3 (−a
2 T00 +Λ)

� En éliminant T00 ou Λ on obtient †

ḣ(t) + 3
2h

2(t) + 1
2

kc2

λ2(t)
= +c2

2 Λ

−ḣ(t) + kc2

λ2(t)
= ac2

2 T00

R = −3
(
h2(t)
c2

+ k
λ2

+Λ
)

= − (a T00 +4Λ)

� Cas de l'univers stationnaire :

λ̈ = λ̇ = 0 aT00 =
2k

λ2
R = −

6k

λ2
Λ =

k

λ2
λ ∼ 1

� Cas de l'univers plat composé de matière noire statique :

Λ = k = 0 − ḣ(t) =
ac2

2
T00 h−1(t) ∼

3

2
t λ ∼ t2/3

� Cas de l'univers in�ationnaire :

aT00 = 0 k = 0 Λ > 0 ḣ(t) = 0 3 h2(t) = c2Λ ⇒ λ ∼ exp(

√
Λ

3
ct)

†. Le cas étudié dans le texte était avec k = 0 , Λ = 0 et T00 = ρc2



Appendice 2 : La métrique de Schwarzschild

� soit g00 = eν g11 = −eλ g22 = −r2 g33 = −r2 sin2 θ

Γk
(lj) 0 1 2 3

(00) ν̇
2c

ν′
2 e(ν−λ) 0 0

(01) ν′
2

λ̇
2c 0 0

(02) 0 0 0 0

(03) 0 0 0 0

(11) λ̇
2c e(−ν+λ) λ′

2 0 0

(12) 0 0 r−1 0

(13) 0 0 0 r−1

(22) 0 −r e−λ 0 0

(23) 0 0 0 cot θ
(33) 0 −r sin2 θ e−λ − sin θ cos θ 0

� avec si f(r, t) ḟ = c ∂0f et f ′ = ∂1f
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� Le tenseur de Ricci

Rik = Rℓ
iℓk = ∂ℓΓ

ℓ
ik − ∂kΓ

ℓ
iℓ +Γℓ

ℓsΓ
s
ik − Γs

iℓΓ
ℓ
ks

� Les composantes non identiquement nulles du tenseur de Ricci sont
les suivantes :

R01 =
∑

l ∂ℓΓ
ℓ
01 − ∂1Γℓ

0ℓ +Γℓ
ℓsΓs

01 − Γℓ
0sΓs

1ℓ

Rii =
∑

l ̸=i ∂ℓΓ
ℓ
ii − ∂iΓℓ

iℓ +Γℓ
ℓsΓs

ii − Γℓ
isΓs

iℓ i = 0,1,2

Remarque : ∀i Γℓ
0i ̸= 0 ⇒ ℓ = 0,1

� Calcul de R01

R01 = ∂0Γ
0
01 − ∂1Γ

0
00 + (Γℓ

ℓsΓ
s
01)s=0,1 − (Γℓ

0sΓ
s
1ℓ)ℓ=0,1

R01 = 0+ (Γℓ
ℓ0Γ

0
01)ℓ=0,1 + (Γℓ

ℓ1Γ
1
01)ℓ=0,1.. − (Γ0

0sΓ
s
10)s=0,1 − (Γ1

0sΓ
s
11)s=0,1..

R01 = 0+ (Γℓ
ℓ1Γ

1
01)ℓ=0,1.. − (Γ1

0sΓ
s
11)s=0,1

R01 = (
ν ′

2
+

λ′

2
+ 2r−1)

λ̇

2c
− (

ν ′λ̇

4c
+

λ̇λ′

4c
) = r−1 λ̇

c

Dans le vide R01 = 0 ⇒ λ̇ = 0

� Calcul de R00

R00 =
∑
l ̸=0

∂ℓΓ
ℓ
00 − ∂0Γ

ℓ
0ℓ +Γℓ

ℓsΓ
s
00 − Γℓ

0sΓ
s
0ℓ

R00 = ∂1Γ
1
00 − ∂0Γ

1
01 + (Γℓ

ℓsΓ
s
00)s=0,1 − (Γℓ

0sΓ
s
0ℓ)ℓ=1

R00 = ∂1Γ
1
00 − ∂0Γ

1
01 + (Γℓ

ℓ0Γ
0
00)ℓ=1 + (Γℓ

ℓ1Γ
1
00)ℓ ̸=0 − (Γ1

0sΓ
s
01)s=0,1



R00 = ∂1Γ
1
00 − ∂0Γ

1
01 + (Γ1

10Γ
0
00) + (Γℓ

ℓ1Γ
1
00)ℓ=1,2,3 − (Γ1

01Γ
1
01)− (Γ1

00Γ
0
01)

R00 = (
ν ′

2
eν−λ)′ −

λ̈

2c2
+ (

λ̇ν̇

4c2
) + (

λ′

2
+ 2r−1)

ν ′

2
eν−λ − (

λ̇

2c
)2 − (

ν ′

2
)2 eν−λ

R00 = eν−λ(
ν ′′

2
+

ν ′(ν ′ − λ′)

4
+ r−1ν ′)−

λ̈

2c2
+ (

λ̇ν̇

4c2
)− (

λ̇

2c
)2

� Calcul de R11

R11 =
∑
l ̸=1

∂ℓΓ
ℓ
11 − ∂1Γ

ℓ
1ℓ +Γℓ

ℓsΓ
s
11 − Γℓ

1sΓ
s
1ℓ

R11 = ∂0Γ
0
11 − (∂1Γ

ℓ
1ℓ)ℓ=0,2,3 + (Γℓ

ℓsΓ
s
11)s=0,1 − (Γℓ

1sΓ
s
1ℓ)ℓ ̸=1

R11 = ∂0Γ
0
11 − (∂1Γ

ℓ
1ℓ)ℓ̸=1 + (Γℓ

ℓ0Γ
0
11)ℓ=0 + (Γℓ

ℓ1Γ
1
11)ℓ ̸=1 − (Γℓ

1sΓ
s
1ℓ)ℓ ̸=1

(Γℓ
1ℓ)ℓ ̸=1 =

ν ′

2
+ 2r−1 (Γℓ

1sΓ
s
1ℓ)ℓ̸=1 = (Γ0

11Γ
1
10) + (Γℓ

1sΓ
s
1ℓ)ℓ=s=0,2,3

R11 = ∂0(
λ̇

2c
e(λ−ν))− (

ν ′

2
+ 2r−1)′ + (

ν̇λ̇

4c2
e(λ−ν)) + (

ν ′

2
+ 2r−1)

λ′

2
−

−
(
(
ν ′

2
)2 +2(r−1)2 + (

λ̇

2c
)2 e(λ−ν)

)

R11 = (
λ̈

2c2
e(λ−ν))−

ν ′′

2
− (

ν̇λ̇

4c2
e(λ−ν)) + (

ν ′

2
+ 2r−1)

λ′

2
−

(
(
ν ′

2
)2 − (

λ̇

2c
)2 e(λ−ν)

)

R11 = e(λ−ν)

(
λ̈

2c2
−

ν̇λ̇

4c2
+ (

λ̇

2c
)2
)

−
ν ′′

2
+

ν ′λ′

4
+ r−1λ′ − (

ν ′

2
)2

conclusion :

R11e
ν−λ +R00 = r−1(ν ′ + λ′)e(ν−λ)



Dans le vide R00 = R11 = 0 ⇒ ν ′ + λ′ = 0 et − ν ′′ − ν ′2 − 2r−1ν ′ = 0

� Calcul de R22

R22 =
∑
l ̸=2

∂ℓΓ
ℓ
22 − ∂2Γ

ℓ
2ℓ +Γℓ

ℓsΓ
s
22 − Γℓ

2sΓ
s
2ℓ

R22 = ∂1Γ
1
22 − ∂2Γ

3
23 + (Γℓ

ℓ1Γ
1
22)ℓ ̸=2 − (Γℓ

2sΓ
s
2ℓ)ℓ ̸=2

(Γℓ
1ℓ)ℓ ̸=2 =

ν ′ + λ′

2
+ r−1 (Γℓ

2sΓ
s
2ℓ)ℓ ̸=2 = Γ2

21Γ
1
22 +Γ3

23Γ
3
23

R22 = ∂1Γ
1
22 − ∂2Γ

3
23 +Γ1

22 (Γℓ
ℓ1)ℓ ̸=2 − (Γ2

21Γ
1
22 +Γ3

23Γ
3
23)

R22 = (−re−λ)′ + (1+ cot2(θ)) + (−re−λ)(
ν ′ + λ′

2
+ r−1)− (−e−λ + cot2(θ))

R22 = 1− re−λ(
ν ′ − λ′

2
+ r−1)

Dans le vide R22 = 0 ⇒ 1+ e−λ(rλ′ − 1) = 1− (re−λ)′ = 0

� Calcul de R33

R33 =
∑
l ̸=3

∂ℓΓ
ℓ
33 − ∂3Γ

ℓ
3ℓ +Γℓ

ℓsΓ
s
33 − Γℓ

3sΓ
s
3ℓ

remarquons : ∂3 = 0 Γℓ
33 ⇒ ℓ = 1,2 (Γℓ

3s)ℓ ̸=3 ⇒ s = 3

R33 = (∂ℓΓ
ℓ
33)ℓ=1,2 − 0+

∑
ℓ ̸=3

(Γℓ
ℓsΓ

s
33)s=1,2 − (Γℓ

3sΓ
s
3ℓ)s ̸=0

(Γℓ
1ℓ)ℓ̸=3 =

ν ′ + λ′

2
+ r−1 (Γℓ

2ℓ)ℓ ̸=3 = 0 (Γℓ
3sΓ

s
3ℓ)ℓ ̸=3 = Γ1

33Γ
3
3,1 +Γ2

33Γ
3
23



R33 = ∂1Γ
1
33 + ∂2Γ

2
33 +Γ1

33 (Γℓ
ℓ1)ℓ ̸=3 +0− (Γ1

33Γ
3
3,1 +Γ2

33Γ
3
23)

R33 = (−rsin2(θ)e−λ)′ + (sin2(θ)− cos2(θ)) + (−rsin2(θ)e−λ)(
ν ′ + λ′

2
+ r−1)

−(−sin2(θ)e−λ − cos2(θ))

R33 = sin2(θ)(1− re−λ(
ν ′ − λ′

2
+ r−1)) = sin2(θ)R22

la solution en λ satisfait donc à

λ̇ = 0 ν′ = −λ′ e−λ = 1−
C

r
ν′′ + ν′2 +2r−1ν′ = 0

� La métrique de Schwarzschild est de la forme

ds2 =

(
1−

C

r

)
c2dt2 −

(
1−

C

r

)−1

dr2 − r2
(
dθ2 + sin2 θ dφ2

)
(si on fait le choix ν + λ = f(t) = 0)

C = rs est le rayon de Schwarzschild = 2G M
c2



Annexe 3 : Equation des géodésiques

� Hypothèses :celles de la géométrie di�érentielle de Riemann

1. ∃ une métrique symétrique dé�nie en tout point M de la variété qµ

gµν(q)

ds2 = gµν(q) dqµdqν ≥ 0

dM = eµ dqµ

2. Le symbole de Christo�el Γµ
νρ

deµ = Γρ
µν dqν eρ ou ėρ = Γµ

ρν q̇ν eµ

Γµ
ρν = 1

2
gσµ ( ∂gσν

∂qρ + ∂gσρ

∂qν − ∂gρν

∂qσ ) = Γµ
νρ

noté également

Γµ
ρν =

1

2
gσµ ( gσν,ρ + gσρ,ν − gρν,σ )

et obéissant à l'équation

2 gσµΓ
µ
ρν = ( gσν,ρ + gσρ,ν − gρν,σ )
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3. soit un segment de courbe (paramètre τ) limité par les points M1 et M2

on dé�nit l'action A et la "longueur" D de l'élément de trajectoire

A =
∫ 2
1 gµν q̇µq̇ν dτ avec q̇ = dq

dτ
q̈ = d2q

dτ 2

D =
∫ 2
1

√
gµν q̇µq̇ν dτ

on recherche par les méthodes variationnelles les courbes extrémales pour A et
D ?

4. si τ est l'abscisse curviligne sur la courbe :

dτ2 = gµν dqµ dqν ⇒ gµν q̇µq̇ν = 1

A ≡ D ⇒ Amin ≡ Dmin

5. A cause du théorème de Cauchy-Schwartz, en général, on a :

D2 ≤ (τ2 − τ1)×A



Equation d'Euler-Lagrange

� Equation d'Euler-Lagrange sur une fonction f(x, ẋ, τ) : changement de notation
q ≡ x

A =

∫
f dτ ⇒

d

dτ

(
∂f

∂ẋ

)
=

∂f

∂x

� La dérivation par τ :

d

dτ
= ẍ

∂

∂ẋ
+ ẋ

∂

∂x
+

∂

∂τ
Introduisons

U =
√

gµν(x) ẋµẋν

� Application à l'"action" A
� Alors

f = U2 = gµν(x) ẋµẋν

� L'équation d'Euler - Lagrange dans ce cas :

2 gµν ẍν +2 gµν,ρ ẋνẋρ = gρν,µ ẋνẋρ

� soit

gµν ẍν = −
1

2
(−gρν,µ + gµν,ρ + gµρ,ν) ẋνẋρ = −gµσ Γσ

ρν ẋνẋρ

ẍµ + Γµ
ρν ẋνẋρ = 0 (1)
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� Application à la "distance" D (réf ∗)
� Alors

f = U =
√

gµν(x) ẋµẋν

� La dérivation de U :

dU2 = 2 U dU
� L'équation d'Euler - Lagrange sur D devient dans ce cas :

d

dτ

(
∂U
∂ẋ

)
−

∂U
∂x

=
d

dτ

(
(2 U)−1 ∂U2

∂ẋ

)
− (2 U)−1 ∂U2

∂x

� soit

(2 U)(
d

dτ

(
∂U
∂ẋ

)
−

∂U
∂x

) = −
d Ln(U)

dτ

(
∂U2

∂ẋ

)
+ (

d

dτ

(
∂U2

∂ẋ

)
−

∂U2

∂x
)

� L'équation de la géodésique s'écrira donc

d

dτ

(
∂U2

∂ẋ

)
−

(
∂U2

∂ẋ

)
=

1

2

d Ln(U2)

dτ

(
∂U2

∂ẋ

)
soit

ẍµ + Γµ
ρν ẋνẋρ =

d Ln(U)

dτ
ẋµ

� ou encore plus explicitement si τ ≡ s (car U2 = 1) :

ẍµ + Γµ
ρν ẋνẋρ = 0 (2)

∗. http : en.wikipedia.org/wiki/Geodesics ou http : en.wikipedia.org/wiki/Geodesics in
general relativity


