Université de Caen LMNO

Géomeétrie & Dynamique
C. LONGUEMARE
un essai pour comprendre

version 3.3

26 novembre 2013



4.

Plan

. Rappels de dynamique classique

— Mouvement d’'un référentiel (d'un solide)
— La moindre action : lagrangien , équations de Lagrange-Euler,
hamiltonien etc..

. Dynamique d’'un systéme de points

— Dans un référentiel galiléen et non-galiléen
— Action des forces intérieures (contraintes) et des forces d'inertie
— Quelques exemples simplistes

. Mouvement contraint sur une surface

— Géomeétrie différentielle , notations
— Action des forces de contraintes quelques exemples
— Géomeétrisation de la gravitation classique

Extensions

— Relativité générale

— Les métriques de Schwarzschild et de Friedmann et al
— La géométrie dans les théories de Jauge...

. Appendices (avec les calculs)

— Les équations de Friedmann
— La métrique de Schwarzschild



Dynamique Lagrangienne

Principe de moindre action A

dA = Ldt = —H dt+p dx en MQ dp = h~tdA
minimisation : équation de Lagrange-Euler
d (EM) oL
dt \ov/)  Ox
Mouvement non-relativiste libre
1

L = Zmv?—0
2

Mouvement relativiste libre

L —mc?\J1—B°=dA = —mec ds

Mouvement non-relativiste contraint par une énergie potentielle

1
L = §mv2 —U(x)



réeféerentiels classiques

k(t)

i(t)

figure 1



Notations et constantes

K\ systeme de référence galiléen origine A

o vitesse d'un point M / K4

ap accélération du point M / K4

Ko | systeme de référence en mouvement origine O

1% vitesse de O / K4

A accélération de O / K4

Q vitesse de rotation de Kp / K4

i position du point M / K

U vitesse relative du point M / Kp

Ue vitesse d'entrainement dans K4

@ | accélération relative du point M / Kp

Qe acceélération d’'entrainement dans K4

ac accélération de Coriolis dans K4

Juv meétrique de la relativité restreinte + - - =

G cte de gravitation 6,673 10711 | m3.kg=ls2
Mpc méga parsec 3,086 101719 | km

c vitesse de la lumiére 2,998 108 | m.s—1




Dynamique et cinématique classique du point

— Mouvement du référentiel Ko par rapport a Ky

V(t) A(t) vitesse et accélération de O Q(t) vitesse de rotation de

=0 V = Repos

Q=0| V#0 | Translation
£0 |V. Rotation

£0 |V mvt Hélicordal

oo
Il
<

Q@l
|
N
Q]
>
|

— Loi de Newton



Dynamique d’un systeme de points isolés

Systeme de forces dans Ky
isolés K 4 Fi(ext) = 0O
le point M,
solidaires Kp F;(int) telque >, F;(int) = O
Moment cinétique par rapport a A d'un systéme de points libres dans
K4
d

&MA = Y FAF,Gnt) = C = 0O
ij

Energie cinétique d'un systeme de points dans K4

d = = = d
— & = P = Z F.og = Z FZ](’Lnt)??U + Q.C = —— U(int)
dt M i dt

exemple : le danseur

1
I1wy = Irwo o = E(Izw% — [ w?)



Dynamique dans un référentiel "presque" galiléen

— M, au repos par rapport a Kp
Filext) = 0 = (@); = (@); = 0

= m (*md(ﬁf L (@ ARP) + ot (7“229))
1
— (Cas particuliers

e Translation accélérée
U = —m A7

e Rotation uniforme : © =0
si O est choisi sur I'axe de rotation :

™m —
U = +5|(QAF>I2



Exemple 1

i(t)




Exemple 2
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figure 3

— L'appartenance d'un point a un référentiel non galileen implique |'exis-
tence de forces intérieures de cohésion ( de contraintes , de liaison).



— Si le mouvement relatif génere une action de ces forces, la variation du
mouvement du référentiel mobile dépend alors de "sa propre inertie"

Exemple : cas de |la figure 2

[L=14+mR? IL=1 I >> mR?
mR2
wy = wi X (1+77-) ~ w1

0. = %(Iw% — (I + mRz)w%) ~ % m sz%

— Dans le cas 2, il y a une "conspiration'" entre |'action contre la force
centrifuge qui travaille et I'action contre la force de Coriolis qui ne
travaille pas mais qui maintient la valeur du moment cinétique.



figure 4
Mouvement sur une surface



Géeomeétrie difféerentielle

— Notations
ds = dM = e; dq" (e;e;) = gi; (€¢)) g = (g)~1
ds? = 9i; dq'dq’ v? = 9i5 9'9’
— Dynamique du point M de masse m
— m,2 d oL _ 0L
oL __ i . oL _ U 9915 -
a—qi_mgijq] : oF — " og Z’“aqiqu
sk — 1995 9gy 0915 N -1 -j -1 0U
ko= 1 ik 39w 9gi1 9915
rlj - § ( + aqz' F )
¢" = T d'¢ — m~t FF
connexion affine et I‘fj est le symbole de Christoffel qui vérifie : ¢ = I‘k’ ¢ e



Formulaire de Géometrie differentielle

L'intervalle d’'espace et le tenseur métrique
dM = e; d¢’ = ds® = g;; dg'dg’
Le symbole de Christoffel I'fj

deg — I_IECJ dq] ef. ou ée = I—IZJ qj (8
ko 1 ik ( 99 A9y _ 994 N _ rk

I_EJ — 29 ( 8(]6 T 8(]] 8q'i ) o I_JE

La dérivation covariante V;;
¢ ¢
vjs—gsaj +|—js
Le tenseur de Riemann R’
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ - ¢
Rojr = 0T ik — Okl a5 + T4 — Tasli; = Vsl — Vsl
Le tenseur de RIiccCi
Ry, = Rbyy = 0% — 0kl + Thsl5 — Mo,

_ 14 14
Rik =V Esl_fk -V ks ;;Sg



Mouvement sur une surface

Choix des parameétres

e L'axe e3 est normal a la surface

— le point doit "rester" dans le plan tangent (¢1,92) avec g3 =0
— Les équations du mouvement dans le plan tangent (k € 1,2) ne dé-

pendent que de la force extérieure tangentielle FF A0 k€ 1,2
(frottements ou autres)

hik el 2 = -y d¢ + m* FF

C'jk:
e La réaction (force extérieure) qui agit dans le cas du mouvement "libre"
sur la surface est proportionnelle a la masse d'inertie m,
..3

® [ he equivalence principle is dealing with the equivalence of gravitational and inertial
mass, and to Albert Einstein’s observation that the gravitational force as experienced
locally while standing on a massive body (such as the Earth) is actually the same as
the pseudo-force experienced by an observer in a non-inertial (accelerated) frame of

reference. *

x. http ://en.wikipedia.org/wiki/Equivalence principle



Mouvement sur un parabolofde d’'axe Oz

figure 5



— M : ridy + 2z, = (rcos(8),rcos(0), z = ar?)
1=1,2 ¢ =r, 0

— dM = e1 dr 4+ e> db

— Connexions affines

) (i) | (11) | (12)=(21) | (22) 2
i Ei; a(of'“) rgl b((;“) a(r) = {3zeyz ) =
T+ (2ar)?

— Equation en 0 ( conservation L, = m r20)
§ = —(M2,+12)i0 = —2 L

— Equation en r ( conservation Eio: = %va +U*)

Po= -T2 —T3,0%2 + m~1 g11(-9%0)

— —ar?2 — b2 - m1 (1+ (2&7’)2)_1%—?{]

x. exemple U = mgz = mgar?



Détermination de la réaction par la mécanique

— Le cas du paraboloide en coordonnées cylindrigues avec m = 1

—

€3 = 7“_16?1 A €5

1 O —2ar
€1,€>,€3 / la base ur, iy, U, O r O
2ar O 1
. . 7'4“— r6? = —2ar N,
A=R=N, &3 = F3&; rd + 270 = 0

¥ = 2a(ri4+72) = N,

F3 = N, =2a (1+4a*r?)"! (#2412 0



Détermination de la réaction par la géométrie différentielle

— Application de la formule générale

F3 = T3 ¢ i,j€1,2
— les connexions affines I'Z-3j
e; = I_f’j ¢’ e3+ .. avec i,] = 1,2
3 _ 2a 3 _ 3 _ 2ar?
11 = @z |12 T 0122 = 150z
— Application a F~
R = F3 &3
3 _ _ 3 .2 3 42 2 2 2 42
F — Nz — I_].l r + |_22 9 (1+432’)"2) <’I“ —I-T 0 )



Trajectoire géodésique : mouvement libre sur la surface!

— L'équation de la géodésique sur la surface telle que ez L a la surface
i,j,k.€(1,2) ¢ = - §'¢
— Elle minimise I'action de Lagrange sur la surface
b 5 ny
A = / L dt avec L~ve = g q'¢
a

— La distance parcourue D entre a et b est

b —
D = /vdt avec v =1/9i; "¢’

a

dans wikipedia on trouve (d'aprés Cauchy-Schwartz *)

D2 < (b — a) A Amin = Dpmin ?

voir appendice 3

.. VA [2(f(x) +A)2dz >0 = ([ f(a)dz)? < ([P 1dz) [2(f(x))2dx



Géomeétrisation de la gravitation classique (version 1)

hypothése : Soit un champ coulombien ponctuel ¢(r)

— Equations classiques avec m = 1 ( métrique euclidenne)

& = —0(¢) Z = (z%) avec 1 = 1,3
A = 4nG p(r)  p(r) = M (7))  ¢(r) = —LM
— Géodésique dans I'espace-temps plongé dans (A, 29, &) (métrique + - - -)
gt = -t q"q° ¢ =z u, v, 0=0,.3
— Réduction a la "surface" A = ¢
2y = —0¢p = +0i(¢) o = 1% =715 =0
*Rbjy = —¢® Ryy; = —0;0'¢  les autres R, = O

c® Ropp = A¢ = 4nG p(r) c?p(r) ~ Too

Equation d'Einstein : Roo = %9 Ty

Jum— )




Géomeétrisation de la gravitation classique (version 2)

— Le lagrangien d'un point dans un champ de gravitation

L = —mc®+ %UQ — mao(T)

A= [Ldt

— On en déduit I'intevalle d'espace temps (temps propre)

V2 o)
L dt = —mc ds — ds = (c——+ ) dt
2c c

puis ds? avec les termes dominants

ds? = (4 2¢)dt? — dF? + ...
— Les symboles de Christoffel

2¢

1 1
goo = 1+ — gii = —1
c

9i; =0 = bo = 5 g"* O goo = 2 0'¢

00
— remarque : C% est sans dimension

c¢® Rog = A¢ = 4nG p(r)



La gravitation générale

— Equation d'Einstein Référence [1]*
(R,W —% gWR) —guw\ = a1,
R = —aT—-4N avec Tou R = Tr (T)(ou R) et Tr (X) = ¢g" X
Row = = aTw—2 guw(@T+2N)

— En principe, le programme est simple mais ... :

T, — Ry, (courbure) — la métrique (diff 2iéme ordre) — géodésique (t,7)
Exemple : Too #0, A#*0 et Vijel,.3 T,;, = To; = O

R = —a (¢°° Too) —4 A

Roo = 5 ( Too) — goo A

Rij = —gij (5 (¢°° Too) +A)
— Equation aux dimensions (physiques) : soit a vérifier R;; ~ L2
L L %% 1
QNWW = aNW TOONEjROONaTOONﬁ C(]fd

x. a=°29 =2010"%m J!



Cas des meétriques scalaires

: Ogri | Ogr  Ogiy
kK —
29Ty = ( qu] + o 8q’z = (Ougrj + 991 — Okgy))
k/
) =0 =0 )
(00) 8qu00 i qgi)o i qggo i qggo
dgoo | 9911
(o1 [ % [ o [ o
(02) %gqozo 0 %ngoz 0
(03) %g—g 0 0 —%9503
(11) _35&1 +§5111 _35211 —35311 métrique scalaire
9911 0922
(12) 0 =il = 0
9q? Oq?
(13) 0 %gq131 0 %gq313
—0g22 | —0g22 | 19922 | —9g22
(22) 3qo 8(]1 ng é?q3
(23) 0 0 922 933
0q> 0q°
—0Jg —dg —0Jg +0
(33) | 500 | Bat | 02 | o

signes? sil =j #*= k signe — si l = j5 = k signe + si [l #= 3 sighe +



La métrique a symeétrie sphérique

— La métrique :

ds?

= e/(dz0)? — e* dr? — (r)2(d6? + sin20 d¢?)
lLes coordonnées sont :

P =ctigdt=r,¢°=0,>=¢9

goo =€” gi1=—e g = —r?

avec \(r,t) et v(r,t)
K5 0 1 2 3
(00) %%Lq _ﬁ% 0 0
(01) %giq %giq 0 0
(02) 0 0 0 0
(03) 0 0 0 0
(11) —%%Lq ﬁ%iq 0 0
(12) 0 0 5 0
(13) 0 0 0 %%Lq
(22) 0 — 5 0 0
(23) 0 0 0 %g%

g3z = —r?sin? 0

la symétrie sphérique



La symétrie sphérique (suite)

goo =€’ g11=—€" goo=-1° g33=—r?sin?¢
k
(00) e 2 e(v=>2) 0 0
: .
(01) 4 2 0 0
(02) 0 0 0 0
(03) 0 0 0 0
A (—v+) N
(12) 0 0 r 1 0
(13) 0 0 0 r—1
(22) 0 —r e A 0 0
(23) 0 0 0 cotd
(33) 0 —rsin“f e~ | —sinfcosf | O
avec si f(r,t) f=cOof et f'=0:1f




— Equations d’'Einstein , dans le vide autour d'une source sphérique :
T. = 0 = R
on ne trouve que 3 équations indépendantes sur v(r,t) et A(r,t)
(appendice 2)

2(v4+x) =0 |
A= 0
eMp -+ =0

— Intégration des équations : A+v = f(t) et (1 —e ) = %
onprend v —-v+4 f(t) = v = —X (choix de t) et

GM

r c?

e/ = e = g = 1-£—=1-2 quand r — oo

La métrique Schwarzschild (1916) , les trous noirs de rayon rg

1
as? = (1-2) - (1) ar? =12 (462 + sin20 dg?)
r r

voir appendice 2 Une singularité! pour r = rs = QQCQM

: 2 _ G M , " : . : . )
soit pour &5 = L ( vitesse de libération = ¢) pour le soleil M = M@ on a rg:
3 km



La métrique de Friedmann Lemaitre Robertson Walker

— La métrique*
ds? = c2dr? = c2dt? — A\(¢)%dX?

Y. ranges over a 3-dimensional space of uniform curvature, that is,
elliptical space, Euclidean space, or hyperbolic space. It is normally
written as a function of three spatial coordinates, but there are several
conventions for doing so.
d> does not depend on t 7 all of the time dependence is in the function
A(t), known as the "scale factor".

— hypothése d'isotropie

dX? = A(r)dr? 4 r2d6? + r? sin® 0d¢?
— hypothése euclidienne

dx? = dz? + dy? + dz?
voir appendice 1

x. http ://en.wikipedia.org/wiki/Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker_metric



Cas de la meéetrique de FLRW

20l = (G4 2
29, k,r@’j) 0 1 2 3
(00) 0 0 0 0
(01) 0 %% 0 0
(02) 0 0 %9—502 0
(03) 0 0 0 %9503
(1) | B A | E |
(12) 0 %gqll e 0
(13) 0 %gq131 0 %gqsls
(22) | 52 | iR | T | a2
(23) 0 0 | G& | G
(33) | 5% % | |y




La meétrique de Friedmann & al dans l'espace R3 euclidien

— Avec ggp =1 et g;; = —\(#)° Vi=1,.3

o o s, 2A() A (¢
il ne reste que : 9101 _ 9202 _ 9303 — (0)A()
0q dq dq c
kl
¥ 0 1 2 3
(00) 0 0 0 0
1 8 11 ee— )\
(01) 0 Eano cA 0 0
1 a 22 )\
(02) 0 0 20m 08 — o 0
1 8 33— >\
(03) 0 0 0 5 A = o
(11) | s = 22 0 0 0
(12) 0 0 0 0
(13) 0 0 0 0
(22) | s =2 0 0 0
(23) 0 0 0 0
(33) | s =7 0 0 0

— Les composantes non-nulles du tenseur de Ricci R, sont les suivantes :
Roo = Y pzq 900 — B0l or + Meslgo — MoslTg, = —3 (%(%) + (%)2>

Rii = Y gz Ot — 0T g+ Th5 = T4, = =2 (SO 4+ (A)?) vi=1.3



Prédictions de la gravitation générale (modéle d’Einstein-de Sitter)

— Equations d’Einstein avec : Tog = p(t) ¢? T,; =0 A=0 a= 87;?

S
N

t)

— a 4
Roo = 5,0(75)6 = -3 )

SoRl = 3% p(t) ¢

>

O M)\ 2
-3 (38 +2G%)

— Changement de fonction avec h(t), comme Hubble : h =

> >

—3 (h+h%) = L pt) * = +3 h2=-h

— Solution des équations (2iéme ordre , équations de Friedmann)

2h+3h? = 0 b7l = 3t4+0 p(t) = 425 h?
— Conséquences
h1 = %t [—p) = —3h = p\3 = cte A(t) x (¢)2/3
— Le Big bang : la singularité a ¢t =0

t—0 het !l 500 pet ™2 500 A~t2/3 50



Quelques résultats numeériques

— constante de Hubble : les mesures les plus récentes, en 2008, donnent *

ho = 80,0+ 2,7 (km/s)/Mpc hot = 12,210°% a

— dans le modele présenté : univers plat, homogene , en expansion
— La densité d'énergie est déterminée et dite densité critique T

2
po €2 = é%ﬂ_cg h% = 6,74 GeV/m3 ~ 7,2 (nucléons) /m3
— L'"age" de l'univers est

2
tg = ghgl = 8,0 10° a

x. Mpc = Mégaparsec = 3,086 10'° km
t. myp = 0,938 GeV/c? (proton) GeV = Giga électron-volt = 1,602 10710 J



74 % DARK ENERGY

-\22% DARK MATTER

_,\.I.

3.6% INTERGALACTIC GAS
0.4% STARS, ETC.

figure 6 (réf wikipedia) ¥

Estimated relative distribution for components of the energy density of the
Universe

— Dark energy dominates the total energy (74%)

— while dark matter (22%) constitutes most of the mass.

— Of the remaining baryonic matter (4%), only one tenth is compact.
On 21 March 2013, the European-led research team behind the Planck cos-
mology probe released new data refining these values to 4.9% ordinary mat-

ter, 26.8% dark matter and 68.3% dark energy.

I. http ://en.wikipedia.org/wiki/Friedmann_ equations



Quantum gravity et théories de jauge

classical Newtonian
mechanics gravity
special general
relativity J relativity

quantum electro-
mechanics magnetism

quantum QFT in
field curved ? quant.um ?
theory spacetime ey
figure 6 *

x. http ://en.wikipedia.org/wiki/File :Quantum_gravity.png



Conclusion

quelques pistes pour poursuivre |'étude
— Les tests de la relativité générale
— Les modeles cosmologiques réalistes
— La limite classique
— Les marées en relativité générale
— Electromagnétisme et gravitation classiques
— La gravitation quantique



réféerences

géométrisation de la gravitation classique [3] page 289, [4] page 126, [1] page 326,

la gravitation générale [1] page 363, [3] page 405, [4] page 125,
wikipedia http ://en.wikipedia.org/wiki/Einstein_ field_ e
La métrique a symétrie sphérique [1] page 374, [4] page 135

La métrique de Friedmann & al [4] page 220, [1] pages 442-444

L. Landau & E. Lifchitz , Mécanique , Ed MIR 1969

L. Landau & E. Lifchitz , Théorie des champs , Ed MIR 1970

R. Feynman , [Lecons sur la gravitation , Ed Odile Jacob 2001

C. Missner & al , Gravitation , Ed W.H. Freeman & Co 1973

C.D. Walecka , Introduction to general relativity , Ed World Scientific 2007
D. Bleecker , Gauge theory and variational principles , Ed MIR 1969

C. Nash & al , Topology and geometry for physicists , Ed Dover 2011

K.L. Wardle , Differential geometry , Ed Dover 2008

D.F. Lawden , Introduction to tensor calculus , relativity and cosmology , Ed Dover 2002

© 0 N o 00 o W N » O

- , http ://scienceworld.wolfram.com/physics/ , www

10 - , http ://en.wikipedia.org/wiki/Einstein_field_equations / , www



Appendice 1 : : Les équations de Friedmann

— La métrique de Robertson Walker (réf 1 page 442 et suivantes)
ds? = c2dr? = c2dt? — A(t)?dX?
— hypothése d'isotropie dans R3 :
d¥2 = A(r)dr? +r2dQ2, o0 dQ2 = d62 + sin?0d¢2.
avec A(r) = (1—k r2)~1

R (coubure dansR3) = — 6k
— Les coordonnées sont :

P =ct:¢dd=r¢?=0,¢3=¢

goo = 1;g11 = —A()2A(r); goo = —A(t)?r?; g33 = —A(t)%r?sin?(0)



Calcul des symboles de Christoffel

QF@ = g (O grj + 85 gr1 — O gij)

goo = 1;g11 = —A(#)?A(r); goo = —A(t)?12; g3z = —A(¢)?r?sin?(0)

k#j T = —5- 0 gjs Miw = +3,- O grn Th = +2,- 05 9k
0 0 1 2 3
(00) 0 0 0 0
(01) 0 %%Lq =2 0 0
(02) 0 0 s = 4 0
(03) 0 0 0 sl = 4
(11) 2;00 _gqgou — %% 2;11 +88(ng11 — 2141;1 0 0
(12) 0 0 S = 2 0
(13) 0 0 0 i‘% =1
(22) | 37 = ek | mar o = s 0 0
(23) 0 0 0 - %%3; = @
(33) | oo = 225 | mon = oot | s = 0

A
1(29i) 100 9ii = — |(2gi) 01 g = (RQA)™F A’ our! |(2g33) 102 g3z = cot(d)]
CcA\



Calcul des symboles de Christoffel (suite)

P=c gd=r =0 ¢F=9

goo = 1 gi1 = =A()2A(r) g = =A(@)?*r? g3z = —A(t)*r?sin?(0)
r’glj) 0 1 2 3
(00) 0 0 0 0
(01) 0 3 0 0
(02) 0 0 3 0
(03) 0 0 0 5
(11) A2 o 0 0
(12) 0 0 = 0
(13) 0 0 0 =
(22) 7“2% —rA~L o) o)
(23) 0 0 0 cot(0)
(33) rzsin2(9)>‘—:‘ —rA1sin?(0) | —sin(0) cos(0) 0




Le tenseur de RIicCCi

Rie = O sk — Okl a0 + T4 — ToslT5 = Vol — Vol
— Les composantes non-nulles du tenseur de Ricci Ry 1, ke0,..3
— pour i=k=0
Roo = il %0 — 8ol 00 4 TusT 5o — Moslg, | | )
= —Yirs(@for—Talh) = -2 (4@ +(?) = -2 Q)
— pour i=k=1
R11 611 — O 4 Th 5, — T4,

oyl
O, — 01(I4 g) + (M) + (M) — 209 Mg — (Ml e)
do |—C1)1 O1(MDi=23+ (T eo)z:z,sr(fl + (Mo)i=23 11 — T Mo — (M1)is 5

r9 =20 | (M Dim03 =2 | (Muo)imaz =&
=34 rio=2 (MiNfns =5
— Calcul de Rq;
Riy = 2400+ 202441 432 = 4(\)) + 22\2 + 41

() 2002 + QAQ )



_ ¢ ¢ ¢ ¢ - ¢
Rip = 0T ik — Okl 0+ T 0T — Trslie = Vsl — Vs

— pour i=k=2
Roo

P OpTbon — Bl oy 4 T84 T5, — T4,
Ze#g(aﬁrgg — 3l 5,) + (MhsMs)s=0.3 — (M2sT5,)s=0.3

_(r? OI|—-%2)+ % '_%2(F382)233 + 0+ ((Mp)e=1,3%) + ((Mf1)e=1,3132)
- 221 29p)0=0,1 — 23

0 _— 7243 3 _ 1 A |3 _ . -1
1 _ 1 / S N N =
50 =—rA"" | (Tpot=13= 5 | Teo=& [ T2 =7
— Calcul de Rop avec A™1 = 1 -k 2
Ry = Z—z('f\)\ + (N)2) + (—rA—1) — cot/(6)
F2(A)2 — rATL(A 4 r71) — Z(A)2 4+ A7 — cot?(0)
R = Z(AX+2(0)2) —2(A1)Y-A141

A2

R = ZX(()+20)2+22)



_ ¢ ¢ , , o ¢
Rip = Ol i — Okl 0+ T 0T — TiaslTie = Vsl — Vigsl iy

— pour i=k=3

R33 D03 OiT a3 — O3 5 4 T4y T55 — M3,

Zf;&3(a€rg3 - 83|_:£3£) + (reﬁsr%3)s=0..3 - (r£3sr%g)s=0..3

267&3 aorg3 + 01 r%ss + 82I’§3 -0+ ((rgo)€=1,2rg3) + ((r§1)€=1,2r%3)
+0 — (Ms3M3,)e=0,12— 0

M9 =r2sin(0)(22) | M, = —rA-1sin?(9) | M2, = —sin() cos(9) | M3, = cot(6)

=5 (M)i=12 = 3 (M) =10 =2+ 72 M3, =r"1!
— Calcul de R33 avec A~ = 1 -k 2
Raz = "2sin2(0)(A\ + (1)2) +sin20(—rA~1) — (cos20 — sin26)
+275(A)2sin26 — rA~1sin2 6(4; + 1) — 5 sin26(3)2 + A~ sin?
R33 = 2—3 sinZ 0(AX + 2(A)?2) — Lsin20(A~1) — A~1sin?6 + sin?¢

2 y2 \ : 5
R33 = TCQA sin? 6 ((%)4_2(%)2_'_2];5)



Les équations

— Hypotheéses :

Too(t) = p(t) ¢ (densité d'énergie) T;j=To; =0 a= 87;?
—6k = (coubure dans R3) A # 0 = cte cosmologique
— Equations d’'Einstein

Roo = % Too— N = %A(—%
Si=1.3 9"Ry = —3(5% Too+N) = —3 <(%) +2()%+ 2,\]262
k= _c% (@)"‘(X)Q"‘A—Cz) = —(a Too + 4N)

— Equations de Friedmann*
sur les fonctions A(t), facteur d’échelle et Tpho(t).

(2245 = () Too+A)

() = (=% Too+A)

: AT . h) A ko __
ou bien en éliminant Tpg: 2 m—|—(a)2—|—p = A

x. http ://en.wikipedia.org/wiki/Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker_metric



— En fonction de h(t) = % (comme Hubble)

R +55 = S@To+A)  h®)+h2E) = (=% Too+A)

— En éliminant Tyg ou A on obtient |
i 372 1 kc® 2
h(t) + 5h (275) + 5}\2—675) = +5 A
—h(t) + Algc(t) = %5 Too

2
R = -3 (hcgt)+f2+/\> = —(a Too + 4N)
— (Cas de l'univers stationnaire :
.. . 2k 6k k

— (Cas de l'univers plat composé de matiére noire statique :

CLC2

. 3
A= k=0 —h(t) = - Tho h—l(t)NEt A~ t2/3

— (Cas de l'univers inflationnaire ;

. A
aTopo = 0 kK =0 A>0 h(t) = 0 3h2(t) = AA= X~ exp( §ct)

t. Le cas étudié dans le texte était avec k=0, A =0 et Too = pc?



Appendice 2 : La meéetrique de Schwarzschild

— soit gpg = e”

— avec si f(r,t)

911 = —€* goo = -1 g3z = —r?sin?g
5
(00) 5; g-ei““> 0 0
(01) . 2 0 0
(02) 0 0 0 0
03)] O 0 0 0
(11) | & (v Hd) x 0 0
(12) 0 0 r—1 0
(13) 0 0 0 P
(22) 0 —r e A 0 0
(23) 0 0 0 cotd
(33) 0 —rsin“f e~ | —sinfcosf | O
fzcaof et flzalf




— Le tenseur de Ricci

Ry, = Rbyy = 0% — OpT b+ T6Ms, — T3,

— Les composantes non identiquement nulles du tenseur de Ricci sont
les suivantes :

Ro1 = >;0iT 1 — 01 00 4 ThsT5; — Thosl,
Rii = ) 1z Oty — 0T iy 4+ T4, — T8, i=0,1,2
Remarque : Vi [§ #0=¢=0,1
— Calcul de Ro1
Ro1 = 0ol 8y — 01 Q0 + (MesM1)s=0,1 — (Mosl50)e=0.1
Ror = 0+ (Mw0lMg1)e=01 + (Mal§)e=0,1.. — (M3sM50)s=0,1 — (M55 1)s=0,1..

Roi = O+ (Muld)e=o01.. — (M3M51)s=01

vN A VN AN A
Ron = (A 4+2 42, H) 2 (Y2420 = 12
o = (GHF+2 )5 (ot =
Dans le vide Rgy = 0=\ = 0

— Calcul de Rpo

Roo = Z O 00 — o 00 + T8y — Mhosls,
1£0

Roo == 81 réo — 8Ol_cl)l _I' (rgfsrgo)szo,l - (I_KOSI_E:)E)E:l

Roo = 01 réo - 80|_c1)1 + (r%orgo)hl + (reﬁlr(l)o)@éo - (résrgl)szal



Roo = 015 — 8o|_01 + (MM 30) + (M lg)e=123 — (M5:1751) — (Mol 61)

/ N / )\ p
Roo = (¢ = +< >+<5+2r-1>g e o CORE

Roo = eV—A<”—"+”'(”"/\'>+r—1 Y- 5+ D) - (22

2 4

— Calcul de R11

Ri1 = Z@zr 11 — 01 + T, — T4,
11

Ri1 = 8ol 9y — (017 )1 + (M0l ) i—o + (MM i1)eer — (MM Do

V/ - S S
(M = Z+2r7  (Muldea = (MiMe) + (MM i=e=023
A V' ) V' N
11 O(_ch ) (2—|— r )+(—4626 )+(2+ T )2

(¢ - A2 0
(242072 + G2 )

A v o\ 5
R = (o 0N =2 (0 4 L parn)d (( - (07 )
5\ /)\/ /
Ri; = O (202 12 —|- (—) ) - = + +r N — (%)2

conclusion :
Ryie’ ™ + Roo = 7“_1(1// -+ )\/)G(V_A)



Dans le vide Ropgo = Ri11 = 0= V+)XN = 0et -1V — V2 —2r~ 1y = 0
— Calcul de Ry»
Roo = Z O o0 — Dol oy 4 T4y M5, — T3,

12
Roo = OhlMy — 0235+ (Ml 30) e — (M2l 5) 0
U+ N - .
(Mo = > + ! (M2 ) oo = T3 35+ M33M33
Roo = 013y — 0235+ 3, (rgfl)E#Q — (5,75, + M35 33)
—AY/ 2 ) v+ N -1 A 2
Roo = (—re ") + (14 cot?(0)) + (—re ")( 5 +r ") — (—e "+ cot“(h))
Y
Ry = 1 — re_A(V +r 1)
Dans le vide Ry, = 0=14+e*rXN—-1) = 1—(re?) = 0
— Calcul de R33
R33z = Z O 33 — O3 bay + My M55 — M35,
1£3
remarquons : 93 = 0 Ms=(=1,2 (MFS)etz = s=3
R3z = (aérg3)£=1,2 -0+ Z(rgs 33)s=12 — (résrge)s#o
(#£3
¢ v+ N 1 ¢ ¢ s 1 3 2 -3
Mz = +r (Mo)e=s = O (M3sM 3z = 33031+ 13305

2



Rsz = 017334 0233+ 33 (Me1)ess + 0 — (M35M3 1 + M33M33)

I/—I—)\’

Rsz = (—rsin®(0)e ) + (sin®(8) — cos*(8)) + (—rsin®(6)e *)( +r7t)
—(—sin?(0)e " — cos?(h))
Raz = sin?(0)(1 —re 1)) = sin?(6) R
la solution en X satisfait donc a
A =0 A e N = 1—% VU2 2r ) =0

— La métrique de Schwarzschild est de la forme

C c\
ds® = (1 -~ —> dt® — (1 -~ —> dr® — 12 (d6” + sin® 0 dy?)

T T
(si on fait le choix v+ X = f(t) = 0)
C = rs est le rayon de Schwarzschild =




Annexe 3 : Equation des géodésiques

— Hypothéses :celles de |la géométrie différentielle de Riemann
1. 3 une métrique symétrique définie en tout point M de la variété q,

2. Le symbole de Christoffel I},

noté également

de,,

"

et obéissant a I'équation

guv(Q)

ds® = 9w (q) dg#dg” >0

dM = e, dg"
= I_Z,, dqy €p ou ép = r/gy qV eu
1 09, 9o, 09,y _
LAt R S
7 Lo
rpl/ — 5 g (gUV,p + Gopv — gpz/,a)
2 goul ™, = (Govp + Gopw — Govo )



3. soit un segment de courbe (paramétre 7) limité par les points M; et M>
on définit I'action A et la "longueur" D de |I'élément de trajectoire

dg dag

2 . .
A = [T gw ¢"¢" dr avec q = 7 9 = G

2 —
D = [ ow ¢"¢" dr

on recherche par les méthodes variationnelles les courbes extrémales pour A et
D

4. si T est I’'abscisse curviligne sur la courbe :
dr? = gu d¢" d¢¥ = gw "¢ = 1
A =D = -Amz'n = sz’n
5. A cause du théoréeme de Cauchy-Schwartz, en général, on a :

'DQS(TQ—Tl)X.A



Equation d’'Euler-Lagrange

— Equation d’'Euler-Lagrange sur une fonction f(x,z,7) : changement de notation

gq=x
_ a4 (ory _ of
A= /f T ~ dr (8:6) Oz

— La dérivation par 7 :

Introduisons

— Application a I'"action" A
— Alors

f = U? = gu(x) ila”
— L’équation d'Euler - Lagrange dans ce cas :
2 guw ¥+ 2 gu, 72’ = g,
— soit

-y _

1 . o
G - = T4 (=9pv + Guvp+ Gupy) 7% = —guo 7, z"2°

B TH, §ViP = 0 (1)



— Application a la "distance" D (réf*)
— Alors

f=uU = Vogu(z) its”
— La dérivation de U/ :
dU? = 2U duU
— L’'équation d’'Euler - Lagrange sur D devient dans ce cas :

d (au) U _d (Q )1 %Lf) _w M

E % Ox  dr ' oz
— soit
d [oU ou d ILn(U OU? d [OU? OU?
u(L (L) Xy _ _dIn@) (07 | (4 () AL,
dr \ Oz ox dr oz dr \ Oz oz

— L’équation de la géodésique s'écrira donc

d (our\  (our\ _ 1dLnU?) ([ U’
dr \ Oz ox | 2 dr Ot

soit
d Ln(U
M+ rﬁy PVl = L() pH
dr
— ou encore plus explicitement si 7 =s (carY? = 1) :
i+ TE Vil = 0 (2)

pv

. http : en.wikipedia.org/wiki/Geodesics ou http : en.wikipedia.org/wiki/Geodesics_ in_
general_ relativity



