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Résumé : Qu'est-ce que THY dans |I'équation d'Einstein 7
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— Equation d'Einstein Référence [1]*
1
( RM]/_E gluyTr R ) —glu/y/\ = Qa T'u,]/
— Conséguences
Tr R = —a Tr T — 4N
Rog = a (Too— %L Tr T) — goo A
— En principe, le programme est simple mais ...
Tyw — Ry (courbure) — guv(eq diff) — géodésique — 1),

— Equation aux dimensions (physiques) soit a vérifier R;; ~ L2

a=8nG ¢4
G ~LM 2 W = a~LW™1 Too~WL3= Rog~a Too~ L2
82
cafd

a=%0 ~ L W1=2010*mJ!



Conventions
c= h=1 sauf ...
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Conservation de I’énergie <> invariance / temps

1. Un point matériel (m) dans un potentiel U(x) = € R(3)
2. I'espace de phase est (z,z) ou (x,p)

— Le formalisme lagrangien et hamiltonien
L(xz,z) = 7 22 — U(x)

p = ac(gix) — i
H(xz,p) = —a.ja'c—[,— 21);—|—U(a:)
— Dynamique : principe de moindre action
A= /ﬁ(a:,d:) dt
— Conséquence
i?—[(az,p) = 0L = 0 L(z,z,t) = L(x,z,t)

dt ot



L’énergie-impulsion < invariance / espace-temps

1. deux points matériels (m) en interaction U(x1 — x2)

2. I'espace de phase est (x;,%;) ou (x;,p;) avec 1 = 1,2
— Le formalisme lagrangien et hamiltonien

L(x,z) = Y, 2 &7 —U(x1—x2)
3. Théoréme de Noether :

soit une "symétrie" continue, paramétre € ~ 0 telque z(t,¢)

oL @ oL 9z __ d (% @) — 0
ox 86 oxr Oe —  dt 0r Oele=0
oL 0 _
Z (% 8_::)620 _ Ct@
4. Exemple : La translation dans R3, dans chaque direction spatiale
oz oL
x(t,e) = x(t € — =1 — = mx = C(Clte
(t,€) (t) + e 5 Z

constantes du mouvement

1 _
H(zp) = Y = pi+U@—2)  Plap) = ) i



Conclusion : Systemes conservatifs

1. Espace de phase pour n points

(z(t), (1)),
2. Equations de Lagrange-Euler : L(z,x)
d 0L(x,z)  OL(x,x)
dt ox ox
3. Invariance par translation dans les directions : = 0..3*

—

P = (te

H = C(Clte

4. Equations dynamiques de Hamilton : H(z,p)

p = -9
N _ (0 1\ (o
() = (% 0) (3)
= Gt

x. pour le temps il faut tenir compte le la variation des bornes



En théorie des champs

— Le systéme est défini par des fonctions u(xz) et les variations associées a
chacune des directions de |'espace temps.

0
(u(z), uu(z)) avec u, = dyu(z) = u(x)
oxh
— FEquation de Lagrange (expression du principe de moindre action)
oL oL
A= /E(“’“W@ d'z = 9, <_) _ 9L
3uu ou

— Exemple : une onde scalaire u(x) * libre, sans source!

£ o= F(un + B2uou®) = F(-(u)? + B72(u0)?)

ot (%) = —0i(w) + B 20w = & =0
soit I'’équation de D'Alembert : (avec 2° = fSt)
Ou = 0 avecd = V, V¥ = —A+9;
— Avec une source S(z) : (interaction)
Lint = S(x) u(x) Z—i = S(z)=1u = S(x)

x. La dimension physique de u est fixée par £ = densité d’énergie £L ~ W.L=3 .
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Le théoreme de Noether

— La dynamique du systéme u(x) est invariante dans la symétrie e

x . x(€)
u(x) u(x(e),€)
Si I'action est stable par rapport a la transformation

6/ (L(u,up,x) d*z ) ~0 au ler ordre en e

oxt AP de

ou M de

— Le courant conservé dans la "direction" de :
Or = g—i(—M—I—uy AY) — L A- 0,0 = 0

— Les variations :

OO est conservé et &' est le courant associé



Démonstration

— La dynamique du systéme u(x) est invariante dans la symétrie si I'action
est stable par rapport a la transformation de

A = //L(w) d*z ~ /L’(x’) d*z’
— analyse des différentes variations
1. changement de variable dx :
szt = Ne d*2 = |J| d*z = (1+0,(62")) d*x
2. changement de fonction :
u(x') = u(x) + Mde

= u'(x) —u(zx) = dulzx) = (M — A" uy,) ¢

3. changement de I'action

SA ~ /<—5u—|—8—£5uu—|—8ﬁ5a:“—|-£8(533“))

Uy

4. Utilisant I'équation de Lagrange - Euler

SA ~ / (— ou—+ L (w) d*x



5. Soit V e~ 0 :
SA~0= [9,0! e d*z = 0=9,0/ = O

avec ©# = 25 (M — N w,)+ L A*

@9 est conservé dans symeétrie ¢

©' est la densité de courant de &°

— Pour les quatre translations, a p fixé = 0,1,2,3
AN = — g, 0€
M = 0
_ oL v _ oc
oF = 8u”gpuy—£gﬁ = 8—%up—£gﬁ

D’'aprés le théoréme de Noether :

8,04 = 0et ®  conservé



Le tenseur énergie impulsion

Le tenseur énergie - impulsion (non symétrique) :

o! = 375 u, — L gb @Y est conservé v =0,1,2,3 [1]

©, # © apriori non-symétrique

Théoréme de Noether : conservation de &9
0, ©F = 0 = 9y ©Y + 9, ©

Lois de conservation dans R3 (énergie et impulsion)

d _
Q, = /@2 d>z o Q, = —Fluz(©") v=20,1,2,3

Interprétation physique des termes du tenseur (réf 1 page 111) :
1. ©F : densité d’'énergie
2. @Y : densité de quantité de mvt
3. ©} : courant d'énergie
4. ©! : tenseur de contraintes dans R>



o = 2L yv_ £ g @% conservé

ou,,
, @OO @Oz’
SIS (ez’o @ij)

— Exemple : une onde scalaire u(x) *
L = % (Z wut + szuouo) H = @8
QF = % (B2ud + > u?) Oy = u'ug
o0 = — 372 uOu; oL = uiuj — L gj

1

Tr (©) = % (u72 — BQu%)

x. le courant d'énergie est @} tandis que ©? est la densité de quantité de
mouvement



Cas d’un fluide acoustique : u(x) = ¢(x)

Approximation linéaire avec ¢ le potentiel des vitesses : ¢ dimension L2t~1
e Ecart a I'équilibre : pression température densité vitesse

p=p(x)—po, T=T(x)—To, p = p(z)—po, T(z)~0
e Equation d'Euler et thermodynamique (linéarité, réversibilité)

ov - . - - o
po o = —gradp p = XspoD p = —po div(7)

e hypothéses : mvt irrotationnel, sans viscosité..., vitesse des ondes
7 = —grad ¢ P = pood=08 = /xspo
e Dynamique lagrangienne et tenseur E-P
L =3 (pot? - x:7°) Np—B2R ¢ =0
O = H = L(po?? + x:p?) ©) = P

@? = B72?p v @’7 = po vivj — L g;



Interprétation

Physique de I'acoustique
e | 'éguation de conservation
000° = —-9,0/
e en intégrant sur le volume fermé V de limite §V dans R3
Q, = [,09 d3x 4.Q, = —[;,,0] ds; théoréme de Stockes

e Les grandeurs conserveées :
©3 = Z(pot?® + xsp°) est la densité d’énergie

—-0Y = 0% = 372 p ¥ est la densité de quantité de mvt
e les actions dynamiques

©) = p ¥ est le courant d’énergie ~ I'intensité incidente

©] = po v'v; — L gt est le tenseur des contraintes dans R3
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Tenseur © : matiere non-relativiste

a partir de points matériels sans interaction

e Le Lagrangien

dA =

L dt d3x

n est la densité de points dans R3

e La densité du tenseur ©) (©,, symétrique)

Sl

SB

m( v v) n

n mec

2

vt = (c,v")

@6 = n mc vV

En moyenne, localement (gaz parfait isotrope)

e Autres composantes

e Tracede ©7

o = — 1
! 3
O xvi = 0
@8:62
0

oL = (]
(5 O

1
(—m02 + §m112 ) n d*x

@j—nmvvj

mv_2) nél‘-j = —p 5;-

11



e Généralisation relativiste : fluide en mouvement a |la pression interne p*

©, = (e+p) U*U,—p gy

Ut = Cf:lw“
Tr © = €—3p
©! compatible avec I'approximation statique pour U* = (1,0) ete = (mc?) n

x. référence : 1 page 118



Les ondes électromagnétiques en relativité restreinte

L'électromagnétisme classique de Maxwell (rappels )
e F,, estle tenseur électromagnétique 6 composantes ( 5, g).
F,, =0,A, — 0,A,
e Interprétation du tenseur Fj,
Fij = —eiji B* FO = gt
e Equations de J.C. Maxwell
0"'F,, = J, [1] OFu + OuFuy+ 0.F\, =0 [2]

e Une particule chargée interagit avec un champ classique et la dynamique peut
étre extraite du principe de moindre action (Anin).

dA = —mdr —q A, dxV = % = F, = q (Fu.v)

avec p# = m vt = m%

e La dynamique du champ EM (équations de Maxwell) obéit au principe de
moindre action.

F2 4T A2 — JA) dA = L d*z
avec F? = FW F, A%2 = ArA, JA = JrA,

12



Le champ E.M libre, sans masse

e tenseur énergie-impulsion pour le champ électromagnétique classique *
1

u(x) = A°(x) et J(x) =0 et L = 2 F?
e Le tenseur énergie.impulsion ©%.
o = & Al—L g} @0 est conservé
el = — B, F'PH —I—% F? gb = @Z composante symeétrique
e Explicitement en fonction de £2 et B :
_ 1 _ 1
L= —3(F7) = j(-5)
0 = H = 1 (24 8?) Q% = —(EAB)
©0i = O ©] = —&& -BB -3 g (2+B?)

e Propriété du tenseur EM

Tro = 0 E—3p:0

x. référence 1 page 111-112
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La cosmologie

— La métrique de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (appendice 1) *
ds? = 2dr? = 2dt? — A(t)?dX?
d¥2 = A(r)dr2 + r2dQ2, o0 d92 = d62 + sin? 0 d¢2.

avec A(r) = (1 —k r?) 1

this metric ranges over a 3-dimensional space of uniform curvature, that
is, elliptical, Euclidian , or hyperbolic space.

dX: does not depend on t, all of the time dependence is in the function
A(t), known as the '"scale factor".

— hypothése d’isotropie espace R3 a courbure —6k
d¥? = A(r)dr? + r2d6? 4+ r? sin? 0d¢>
— hypothése euclidienne : espace R3 a courbure nulle : kK = 0
d¥? = dz? + dy? + dz?

— Les coordonnées sont

ct r 0 o}
goo = 1 g11 = —A(t)%A(r)
goo = —)\(t)z’r’Q g33 = _)\(t)Q,r,Q sin2(9)

. http :/en.wikipedia.org/wiki/Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker_metric
14



Le tenseur de Ricci ™

_ / ¢ ¢ ¢ _ / 1
Ry = Ol By oyl Juxs + Esrfu/ - VSI—ZE =V gSI_ZV -V V‘Srfw
— Calcul de Rpo
3 A
00 5 Q) 900 (1)

— Calcul des R;;

Ru = 2 () +20()2 42

c?

) g11 = —A2A(r)

—)\2?“2

C2

Ry = X ((%) + 2(%)2 + 2];262) g22

Rz = “2Xsin?0 ((%) -+ 2(%)2 + 25202

c2

) g33 = —\?r2sin?(0)
— Conséquences
TrR = R+, 3R = -2 ((;i) + (%)2 T kA_Cj)
RS—LITrRrR = 42 ((§)2+k7i2> Ry = -2}
x. http ://www.math.unicaen.fr/Imno/semana/documents/longuemare/slides-

GD.pdf pages 40-42
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La physique de I'équation d’Einstein

— Equations d’'Einstein * (réf 1 page 363, réf 2 page 199 ...)

(R~ g TrR) = a Ty +g; A

= —Tr R = a TrT 4+ 4 AN

conséquences :
R = §(I-XTH-N = -2
RO-LTr R = aT0+A = +2 (2 +5%)

— Univers homogéne de matiére statique :
v E(t) 0 —_ 2
T, = ( 0 O) e(t) = p(t)c
— Equations de FriedmannT : fonctions A\(t) et p(t) et paramétres A | k.
3((5)2+ %) = (ap+N)

3(8) = (&N
. a:87;_4QNt2L—1M—1

T. http :/en.wikipedia.org/wiki/Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker_metric
16



Quelques résultats numériques *

— constante de Hubble : les mesures les plus récentes, en 2008,
donnent

ho = 80,0+ 2,7 (km/s)/Mpc hot = 12,210%a

Mpc = Mégaparsec = 3,086 10'° km
— La densité d'énergie critique® : ¢g = pg 2

1. univers plat k=20

2. en expansion hg

3. de matiére non-relativiste
4

.avec AN=20

2
€0 = 35 h§ = 6,74 GeV/m3 ~ 7,2 (nucléons) /m3

. http ://www.math.unicaen.fr/Imno/semana/documents/longuemare/slides-
GD.pdf page 31

f. m, = 0,938 GeV/c? (proton) GeV = Giga électron-volt =
1,602 10710 g

17



Quelques situations particulieres

En fonction de h(t) = % (comme Hubble)
— L’'univers stationnaire : A = 1

A=A=0 h=0 2k = ac®p N = k
— L'univers plat et composé de matiére statique* : A <0 A\ ~ t2/3

- ac® 2 1 3
AN=0 k=0 —h() = e h(t)wgt_ pA°> = Cte

— L'univers inflationnaire sans matiére : A >0 X\ ~ exp(hot)

. A
p =0 k=0 A>0 h(t) =0 h(t) = fthy ho = §c2

. http ://www.math.unicaen.fr/Imno/semana/documents/longuemare/slides-
GD.pdf page 31

18



Retour sur le tenseur Energie-Impulsion

— Univers homogéne de matiére en mouvement "brownien" a |la pression p* :

v _ (€t) 0 _
T, = (O —p(t)) TrT" = e¢—3p

— Equations d'état de la matiére qui contribue au tenseur T/

hypothése ! p(e) = W e avec w = cte

— Equations de Friedmann sur  €(t) p(t) paramétres A k

Rg = 2(e+3p)-N = -2(3) [F1]
RO-ITrR = ac+A = g((§)2+‘;—f) [F2]
— La constante cosmologique A ~ une pression négative
2N
PN = 34

— Conséquence indépendante de A! ( eq [F1]+eq [F2] et dérivée [F2])

o A
¢ = -3(c+p)

x. réf 1 page 118
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Differents modéles :

— Différents univers homogénes réf 12 page 39

P = W € éguation d’'état
¢ = —3(c+p) 3 C = —3(14w) 3
€ ~ )\—3(1—|—W)
hypothése wW e scaling with A
radiation 1/3 A4
matter 0 A3
dark energy | -1 Y

— Evolution en fonction du temps dans I'hypothése X ~ t° réf 10 page 64

5€(14+3w)—A = —% (%)
hypothése | A~ tF | \
radiation t1/2 —
matter t2/3 —
dark energy | exp hot | +
ho = /25

20



radiation

dark energy (A)

100
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référence 12

20
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74 % DARK ENERGY

"\22% DARK MATTER

_,\.J.

3.6% INTERGALACTIC GAS
0.4% STARS, ETC.

Estimated relative distribution for components of the energy density of the
Universe :

— Dark energy dominates the total energy (74%)
— While dark matter (22%) constitutes most of the mass.
— Of the remaining baryonic matter (4%), only one tenth is compact.

On 21 March 2013, the European-led research team behind the Planck
cosmology probe released new data refining these values to 4.9% ordinary
matter, 26.8% dark matter and 68.3% dark energy.

. http ://en.wikipedia.org/wiki/Friedmann_ equations



Conclusion

Retour sur I'équation d’'Einstein

— Comparaison de la gravitation relativiste avec |'électromagnétisme

Le courant électromagnétique = source du champ E-M
interaction vectorielle

Le tenseur énergie-impulsion = source du champ de gravitation
interaction tensorielle

— Les ondes gravitationnelles et |a quantification

a suivre

21



références

1 L. Landau & E. Lifchitz , Théorie des champs , Ed MIR , 1970

2 R. Feynman , Lecons sur la gravitation , Ed Odile Jacob,2001

3 C. Missner & al , Gravitation , Ed W.H. Freeman & Co, 1973

4 J. Rich , Principes de |la cosmologie , Ed Ecole Polytechnique, 2002

5 C.D. Walecka , Introduction to general relativity , Ed World Scientific, 2007

6 P. Dirac , General theory of relativity , Ed Princeton, 1975

7 P. Peter & al , Cosmologie primordiale , Ed Belin, 2005

8 R. Omneés , Théorie du champ électromagnétique , Poly Orsay, 1967

9 L. Ryder , Introduction to general relativity , Cambridge U Press,2009

10 L. Bergstrom & al , Cosmology and particle astrophysics , Wiley & Sons, 1999
11 Scott Dodelson, Modern Cosmology , Academic Press, London, 2003

12 Balsa Terzic, http ://www.nicadd.niu.edu/ bterzic/PHYS652/ , Northern Illi-
nois Univ, 2008

22



Appendice 1 : : La métrique de FLRW

— La métrique de Robertson Walker (réf 1 page 442)
ds?2 = c2dr2 = c2dt? — A(t)?2dX?
— hypothése d'isotropie dans R3 -

d¥2 = A(r)dr? + r2dQ2, ou dN?2 = d62 +sin?6dy2.

avec A(r) = (1 —k r2)~1

— Les coordonnées sont :

q® = ct gt=r ¢>=290 e =¢

goo = 1 g11 = —A(t)?A(r)
goo = —A(t)%r? 933 = —A(t)?r?sin?(0)
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— Forme de la métrique (réf 1 page 442 et suivantes)
Soit une hyper-sphére 3 3D dans R%

a? = :c%—l—:c%—I—x%—l—a:ﬁ

di? = dx%+ dv3 + dz5 + dz3
sur la sphere de rayon a

x1 dx1 + ...
T4

dry, =

— En remplacant dans di? et en passant en sphériques

d2 = (P + ) dr2+12d2 = (1 -k r2)"1dr? + r2dQ2

k= a2

— dans |'espace-temps

ds? = c2dr2 = c2dt? — A(t)?dX? d¥2 = qi2



