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[1] soit T une transformation effectuée sur un systéme physique pour
donner un autre systeme

S-S =1T.8

[2] T est symétrie si une propriété est conservée dans la transforma-
tion .
— Objet globalement identique a lui-méme
— Dynamique (trajectoire) d'un objet matériel
— Hamiltonien d’'un systeme physique

[3] L'ensemble des T constitue un groupe de symétrie par composition
des transformations.



Exemple : Le cristal cubique centreé

— * 3 axes générant 3 rotations
(axes passant par le centre de
deux faces opposées)

— * 6 axes générant 1 rotation (axes
passant par le milieu de deux arétes
OppoOSées)

— * 4 axes générant 2 rotations
(axes passant par deux sommets

OpPPOSEés)
— * |a symeétrie de centre O et I'iden- a

tité: a
soit Ce — C1

(94+6+4+8+1)x2 = 48 isométries

Exemple : Le chlorure de césium
a = 0,205 nm (nanométre).



Exemple : La trajectoire d’'un point

Le champ coulombien est invariant par rotation (parité)
—
r

L'énergie pour les trajectoires (elliptiques) est E

E =——2(1-¢%) =—— (1-¢%) 0<e<1

L le moment cinétique, p (e) est le paramétre (I'excentricité) de la
trajectoire.

LLa dynamique est invariante par rotation de centre O :

Si une courbe est trajectoire, la courbe obtenue par rotation est
trajectoire

Les trajectoires invariantes pour certaines rotations sont les cercles
tels que e = 0.

idem pour la parité






Les postulats de la mécanique quantique

1. Un état microscopique (quantique), "un atome", est représenté
par un vecteur d'un espace de Hilbert approprié, H; le produit
scalaire est un nombre C que |'on note

(¢,9) ou <¢p|yp>€ C
Le produit ci-dessus est I'amplitude de ¢ dans .

2. Chaque observable physique () est associée a un opérateur hermi-
tien dans 'H dont les valeurs propres g; sont les résultats possibles
des mesures.

les mesures de @ sont = {q1,92,-.- ¢;,--}

3. La probabilité de la mesure q de Q est par principe le module carré
de I'amplitude de ¢4 dans ¥

Prob de q = |<¢q | >]? = Y < g |Y><yY | Py > = trace...
¢

exemple : la fonction d’'onde ¢(x) =<z | ¥ >



. L'évolution obéit a I'’équation de Schrodinger; I'opérateur de Ha-
milton H apparait comme le générateur des translations dans le
temps :

B P> = H |90 > (1)

. Par définition, I'évolution commute avec une opération de symeé-
trie U

0 0
U — t) > =—U t) >=|H,U] = O 2
o |V > =2 U [ >= [H U] (2)
. a l'infini (en t) 'opérateur de diffusion commute avec U
[S,U] = 0O

. Les symeétries agissent dans l'espace de Hilbert H par leurs repré-
sentations sur C.

U € g— Uy, € matrices (n,n) Vm = Upt m®m



Conséquences physiques essentielles

— Etats stationnaires
Si 1 est état propre de H alors le groupe de symétrie U engendre
un sous-espace propre éventuellement de dimension finie.
H ¢yv>= Fy>=H Uy =FE Uy >

La dimension du sous-espace Uy >, appelé multiplet, détermine le
nombre d’"états" physiques distincts .
La dégénérescence peut étre levée par une perturbation

H +V)y;>= (E+¢) P >

Exemple H +V = £ 4aJ. EGm) = YD 4am
— Etats de diffusion
U est stable par rapport a I'évolution.

Vi = SVYo0oo = SUY_ v = Uthy
L'opérateur de diffusion § commute avec l'opération de symétrie U

S,U] = O



Groupes de jauge ou symeétries dynamiques

En théorie quantiqgue des champs.

1. Soit une particule (1/2) décrite par son spineur ¥(x) dans l'es-
pace temps, U est une symétrie (globale) si son hamiltonien (ou
lagrangien) est invariant dans I'opération

Y(z) — Up(x)
2. On a l'invariance de jauge (locale) si I'opération peut étre locale

Y(z) — U(z)y(x)

Ceci n'est possible que grace a l'interaction '"des bosons"
Si le U est le groupe de Lie :

U(z) = exp(—i 0;(z) T;)

Le nombre de bosons n’est autre que la dimension de |'algébre de
Lie.
3. Exemples : Les groupes U(1), SU(2)

UG) = eap(—ic a(@)) Ux) = ep(~ig ai@) T)_



Les rotations SO(3)

. Groupe orthogonal dans R3

' = Rx
. Groupe de Lie généré par L = (L1, Lo, L3)
Ly = _01(1)8 L3 = (‘OI 8) [? = =2
O 0O
. Algebre de Lie
[L1,L2] = e123L3

Exponentiation R(03) = exp(—03 L3) R(O) = exp(—6 L)
. Opérateurs hermitiens avec L — il

0 —i O ) L )
Lz = 0 0| R(6) = exp(—ib L) [? = 2
0 0

1(1+ 1)



Rotations des fonctions d’ondes

. L'espace 'H de hilbert des fonctions d’'ondes normalisables
[v> —  ¢(z) =<z|yp>C
. On effectue une rotation R sur ¢ avec z/’ = R x
par déf &(z') = ¢(z) SOit d(x) = qb(R_lx)
0 —93 92 1 .
avec R lamz—| 603 0 —01]||as| = - 60AZ
—(92 91 0 I3
. Les générateurs hermitiens des rotations dans 'H avec h =1

L = ZAN—iV avech=1 p = —iV

L est le moment cinétiqgue quantique, remarque E(Q)
. Algebre de Lie des rotations

[Li, Lj] = degjpLly

. Exponentiation

$(x) = exp(—i 6 L) ¢(x)
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translations des fonctions d’'ondes

. Groupe des translations dans R3

Y = z4+a (x) = &(x—a)
. Les générateurs hermitiens des translations dans H

—

avec h=1 p = —V

. Exponentiation

¢(x) = exp(—i a p) ¢(x)

. Algebre de Lie des déplacements

[L;, Lj] = iejjpLy [pisp;] = O [L;, pj]
. Exemple : deux particules en interaction

H = Ho(1)+ Ho(2) 4+ V(i —71)

avec § = p1+po = —i(Vyi+ Vo)

= 1€k Dk
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Exemple : Le champ coulombien

2 2
D5 L o =

H = — — H,L|=0
2m+2mr2 r [ ]

1. Multiplet d’énergie E = sous espace &
si p(x) € £ = R ¢(x) € €
2. Représentations irréductibles dans 'H des fonctions d'onde
(a) surlasphéreunité: Q - Y(Q2) e C m=—l..+l parité (=)'
(b) RYy™ = D!, v, avec D! , =<im/|exp(—ifL) |im >
3. Equation de Schridinger avec ¢(z) = f(r)Y.L(Q)

(p% (1 +1)

IS0 = B o)

La multiplicité du sous-espace d’énergie Ej est 21+ 1

4. Composition des moments angulaires ou produit direct de repré-
sentations

I+
(2l1+1)*Qla+1) = » (2+1)

|l1_l2| 12



Le spin et SU(2)

1. Il existe une représentation de dimension 2

=) a= @Y= ()= ()

2. propriétés
(a) Algébre de Lie

loi,05] = 24 €5 og {oi,05t = O of =1
(b) Exponentiation exp(—ia(7id))
PSRN [ cos(a) —inzsin(a) —i(ny —inp)sin(a)
cos(a) =i (17) sin(a) = (—i(nl + ino)sin(a) cos(a) + in3sin(oz)>

3. interprétation physique ¢ = 25

4. Rotation d'un spineur de Pauli

p—P(x) = RyY(R 1)  R=ewp(—i(f5) (o = 0/2)

—

j = L+57
13



5. Exemple : Rotation d'un fermion (1/2) au repos (0 d'axe 2 )

G() = <cos(a) — Sin(a)> () aveca = /2

sin(a) cos(a)
0 = m on échange les composantes en introduisant une phase
(5 0)
1 0
0 = 27 on multiplie par —1 (opposition de phase)
5O = ()

6. 2s4+1=2doncs = 1/2

7. produit direct des espaces s =1/2
1/2x1/2 = 140

1/2%1/2%1/2 = 3/24+1/2+1/2



Le groupe de Lorentz et de Poincaré

Groupe dans R*

= Nz+a avec /\Tg/\ = g

Groupe de Lie généré par le groupe de Lorentz restreint
N = exp(A) =1+ M = gM est antisymétrique : M = —i —Juw
Algébre de Lie (6 opérateurs hermitiens)
[J;w, Jpo] — i(J,uagz/p + Jvp9uo — JupGro — Jz/ag,u,o)
Exponentiation
A = exp(—i (0 J+£ K))
avec J; = % €k Jik €t Ky = Jo;

iy Il = e Ji Ui Kl = dg K [KG Kyl = —ieg i Ji

14



Le groupe SL(2,C)

Le groupe SL(2,C) spécial linéaire = (2,2) sur C telque |A| =1
— SL(2,C) homomorphe a Ly,

soit X € Hy = z%—z'o; X' = 292, = AX AT (+A)
SL(2,C) /Zy ~ Ly,
— Les spineurs de SL(2,C) (a 2 composantes sur C)

D(z) = A (A )

— Deux représentations inéquivalentes : A et A* = bi-spineurs de Dirac

_ (%Yo
Yp(x) = <¢1>

qui se transforme dans Lj, par

Ip(z) = Z(A) Yp(A 1) >(A) = (gl (A—i(—))—1>

Si Ae SU(2) (AT)~1 = A, A est une rotation et “(A) = A
15



A— AT A1 AT



Les permutations de particules identiques

Permutation des particules dans un état a plusieurs particules

Y = Ya(1)Yp(2)9e(3)va(4) — Ya(2)9p(4)pe(1)1a(3)

L"hamiltonien ( les observables) commutent avec les permutations
H = H(1,2,3,4) = H(2,4,1,3)

Si I'état est propre des transpositions les valeurs propres sont +1
Theoréeme spin-statistique

valeur propre
fermions -1
bosons +1

16



Le groupe U(1)

stabilité de la matiére!
— ASSOCié aux lois fondamentales de conservation des fermions!

Ula) =

exp(—iaQ)

() est la charge associée (opérateur hermitien)
1. Nombre baryonique 0, £1, ...

2. Nombre leptonique 0, £1, ...

3. La charge électrique 0,+£1,.. en unité e

— Quelques exemples de violation

pt+e —2v
n—p+e
p/n | e” /v | quarks | mésons
B 1 0 1/3 0
L 0 1 0 0
Q |1,0|-1,0]2/3,-1/3 | 0,%1...
spin | 1/2| 1/2 1/2 0,1...

17



Le groupe SU(2)

— ASSoOcCié a |I'électrofaible!

SU(2) = exp(—if I)

I3 est la charge associée et la "dimension' est 27 4+ 1
Exemple de spineur :
— p

1. C'est une symétrie interne approchée (violée par I'électrofaible)

2. Exemple de multiplets ( mc? en GeV)

B| S I mc? " "
N| p | n 1]0|1/2] .9383 | .9396
S > |V |>xT|1]-1| I |1.1975|1.1926 | 1.1894
la | x|« |0l 0] 1 | .1396 | .1350 | .1396

3. Gell man Nishijima formula

B+ S
2

Q = I3+

18



— Quelques exemples de validations

Z+—>p—|—7ro ou n—|—7r+

77"‘—|—n—>7r+—|-n ou p—|-7rO
— Le modéele statique des quarks

q B | 23 S T mc?
(Z) 1/3 _11 0 0 300
BRI ERE
(3] e oo | RS

— Spectroscopie des hadrons = mésons -+ baryons

baryons | anti-baryons | mésons

qqq qqq qq




Le groupe SU(3)

Associé a l'interaction forte des quarks'!
La dimension de couleur est interne et '""cachée"
Groupe de Lie

SU3) = exp(—if X)

Algebre de Lie d’'ordre n = 8 :
A; = les matrices (3,3) hermitiennes de trace nulle

[Nis Al = ifijrdn
I'ordre de |'algébre est n = 8
le rang de |'algébre est ¢ = 2 (deux casimirs Cq1,C5)
les f;ji sont les constantes de structure du groupe
Les "racines" permettent de caractériser les représentations irré-
ductibles
le nombre de racines dans le planest r=n—c=26
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3.7 Classtfication of Semisimple Compact Lie Groups
' 189
I\

(1)
a

(2)

Figure 3.2



3.8 Construction of the Representations of Simple Lie Groups 201

b intervals

a intervals

D=1*3*7+2*3*5+3*3*3+3*1=81

(f,) Weights of the external layer are simple.

(f;) Going from the external layer to the internal ones the multiplicity
of weights increases by one at each layer, until a triangt}lat pattern
appears. After this the multiplicity remains the same. This is shown
explicitly in Fig. 33

(f;) From (f;) one can easily derive that the total number of states
~ (dimension of the representation) of a given diagram 18 S

Dy = (1 +a)X1 +b) (1+¢_.42:_€) o

U R RS



To evaluate the cigenvalues of C) and C, we have t
mute the operators entering into their o

and (3.151). With very simple calculations for o
some procedure for Cy, we get that in the |
the (a, b) irreducible Fepresentation these D
values:

.:(ff ‘ f"‘jtll.l ) i b

P l'u(” /’)(2” vob

— Exemples

(a,b) | Cq Co

(0,0)| © O

(1,0) | 4/3] 10/9 q
(0,1) | 4/3|-10/9 :
(1,1)| 3 0

(370) 6 ®) qqq

q49

== =
Sl 6l 0w w ),
)
Q)

(0,3)] 6 —9

cn simply to com-
pression and use ]qu. (3.]50)
(', and a rather cumber-
(1T vector space L';ll'l'}'.illg
have the following

(3.152)



Le groupe SU(3)

— Décomposition en représentations irréductibles

hadrons | dimension | décomposition B
q 3 3 1/3
q 3 3 1/3

qQq 9 1$8 0
qq ) 63D 3 2/3
qqq 27 336415 | 1/3
q99 27 16884910 | 1
q9q 27 188910 | -1
q949q 81 33+ .. 4/3

Seuls les singulets sont les structures observables a "distance ma-
croscopiques'" ? Baryons, anti-baryons et mésons.
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Conclusion

Les groupes interviennent sur les questions fondamentales
I'espace-temps
les propriétés "internes'" des particules (ondes de matiére)
I'invariance de jauge

Ils induisent des lois de conservation dans les réactions observées a
I’'échelle macroscopique

Les représentations complexes des groupes sont essentielles a la
meécanique quantique

Les représentations irréductibles déterminent |la zoologie des sys-
témes quantiques (spectroscopie)

La théorie des groupes de Lie est I'outil mathématique qui permet
le classement des particules. Historiquement SU(2) SU(3) SU(5)
ont été essayés avec des succes divers.
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