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Marshall Rosenbluth

During his first post-doctoral position at Stanford University (1949 - 1950), he derived the
Rosenbluth formula, which was the basis of the analysis used by Robert Hofstadter in his
Nobel prize-winning experimental investigation of electron scattering.
Hofstadter refers to this in his 1961 Nobel Lecture : "This behavior can be understood in
terms of the theoretical scattering law developed by M. Rosenbluth in 1950"*

The Nobel Prize in Physics 1961 was divided equally between Robert Hofstadter for his
pioneering studies of electron scattering in atomic nuclei and for his thereby
achieved discoveries concerning the structure of the nucleons and Rudolf Ludwig

Moaossbauer.

* http ://en.wikipedia.org/wiki/Marshall - Rosenbluth
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Conventions

Les indice d'espace-temps sont 1 = 0, 1, 2, 3; la métrique g est telle que
Juv — 1, —1, —1, —1.

Les unités sont telles que h = 1 et ¢ = 1. De plus, en I'électromagnétisme, on
choisira :
— 1 = 2 _ -1 _
€g = = ug € = 4rta « = 137,0..
La charge électronique sera négative et notée e = — | e |

L'impulsion d'une particule libre est notée p éventuellement p,, ;
p.x = porgo — Pi%¥; = puxt

L'énergie positive d'une particule est wp = + 72 + m2; I'énergie de I'état relati-
viste d'une particule est E = pg = =ZLwp

La normalisation (relativiste) des états est choisie telle que la densité volumique soit

gb;_(a:)gbp(x) = 2wp

Les transformations de Fourier de I'espace-temps physique t = (xzg, ¥)

f@) = [ean(-ign)f(@) 5-da  F(@) = [eaplian)f(z) de

L'onde plane est telle que ¢p(x) ~ exp(—ip.x) et ¢pp(q) ~ 276(p — q)



Section efficace

R,
V'
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incidente ﬂ," diffusée
B

Um

section efficace

La section efficace totale (partielle) :

Ngif = F o(a+b— f)

Dans un milieu de densité de cibles p

F(x) = F(O)exp(—pox) ou dF(x) = —F(x) p o dx



Diffusion Rutherford o + 7 — o+ Z

Rappelons la formule de Rutherford (classique) :

0 2bEq e?
cotg— = avec K = 2129 = 2129 ahc
2 K deq
ou b est la parameétre d'impact et 6 I'angle de diffusion
N AT _
4 scattering
) q center
© do
La section efficace différentielle classique : do = 2w bdb = 7 db?

do hc Q 2 1 5
— = | 21292 — avec g = —mug
d2 4FEq sin<(0/2) 2



Démonstration en physique newtonienne classique

Remarque : La démonstration la plus "physique" de cette formule

oo - . . (© O REEN N K .
/ pdt = pr—p; = /Oof(t)dt avec f(t) = — U

_m —_—

r2

la loi des aires : dt = mL do avec L, = —muwgb
A"—*_—’._fmer_' do = £ 1 dp

p=pr—p = J; Cp)f()do = 5 [ u
Ap = mvg(cos(fp) + 1,sin(6p))

et avec @ = (cos(0), sin(0))
On en déduit sans difficulté la formule 1 ci-dessus a partir de

K

mug (cos(0pg) +1) = sin(6g)

vo



Démonstration en mécanique quantique (équation de Schrédinger)
Soit a calculer la section efficace de diffusion d'un alpha (z1) sur une charge (z2) ponctuelle

fixée a |'origine du référentiel du laboratoire.

Les étapes de la démonstration

e L'équation de Schrodinger de |'électron sans spin en présence de la charge Z a l'origine.
i0oy(z) = [Ho+ Hint(x)]b(x)

avec pour |'interaction :

ahc
) avec v < Ryt

Hini(x) = 21 |e| Ag(T) = (2122)( .

e Recherche la solution stationnaire qui correspond aux contraintes physiques
Y(z) = Yolz)+vq(z)  Ooy(z) = wi(z) Y(z) = exp—iwt (&)
e L'équation de Schrodinger devient :

(E— Hp) ¥(Z) = (E— Ho) ¥4(T) = Hint(Z)y(F) (2)



I’approximation de Born (1926) réf 1 pages 187 & 590

figure : ler ordre et deuxieéme ordre

2

— au premier ordre (approximation perturbative) avec F = g—m

(E — Ho) ¥4(Z) = Hint(T)Yo (L)

— asymptotiquement pour r — oo Y(Z¥) o« exp(ipz) + f(0) eXp(rip r)

f(0) est I'amplitude de diffusion quantique.
do = | f(0) |? d



Cacul de I'amplitude f(6) a I'approximation de Born (réf 1 page 590)
e Fonctions de Green G(¥) solutions de

(E—Hp) G(Z) = (&) = G(@), GT (@) = (Z5) (- —) (

GH(@) = G@)* ~ (2L

e L’onde diffusée
ba@ = [G@—7) Hy(@) vo(@)ds
e I'amplitude a l'infinipour T = r 7 — ocoetavecp = pn

G(& - &)~ (58) (—z5) expilpr—p @)

\

W(Z) ~  exp(ipz) + f(9) M

f0) = ( ) [exp(—iq &) Hipy(Z) d2' ¢ = 9§ -7

f(0) = —LQZ”) Hind (@) (4)



Application au potentiel coulombien Cacul de la section efficace (réf 1 page 646)
e l|'interaction dans le systeme d'unités h = c =1

. o
Hi(Z) = z120 -

e ['amplitude est

f0) = — ( ) (2122)

si la charge est distribuée

f(0) — f(0) x F(q) facteur de forme*

e Le transfert d'implusion ¢ = p — p
@ =P —p°= 2p% (1 —cosh) = 4p?sin?(6/2)
e |a section efficace
do 2ma(z1z2) N (2 a(z122) 2 - |2
2 = PLF@ = (G o) | F@)

La section efficace a la dimension de =2 ce qui est correct dans le systéme d'unité employé ici,
hcE~1 est une longueur qui décroit avec |'énergie .

* si p(&) est la distribution spatiale de la charge électrique F'(7) = p(q) = [ p(Z)exp(i ¢ T) d>z
avec F(0) =1



e Retour aux unités macroscopiques pour faire une application numérique dans le cas de |'expérience de
Rutherford

H.+ Au — H. + Au a environ Eg ~ 10 MeV

hc = 197, 10713 MeV.em o = 1/137,0
z1z0 = 2 X 79 m = 3,727 MeV/c?

- 1 —24 2

do = S (072) dS2 x 0,32 10 cm barn
e La section efficace de Rutherford diverge a & = O ceci est dii a la portée infinie du potentiel
coulombien. En réalité, le potentiel du noyau atomique est écranté par les électrons de |'atome a une

distance R, de I'ordre de I'Angstrom ; donc, pour des valeurs de | ¢’ | inférieures a TLR;tl, la diffusion

ne se produit plus, en conséquence :

h
|G| = 2psin(0/2) > ——~0,2 1072 MeV/c avec R~ 10"%m

at

Remarque Le paramétre "naturel" d'intégration de la section efficace est le transfert d'impulsion | 7|

qui varie sur l'intervalle [Ri’ 2p]
at

e Quand |'énergie est assez grande et pour les plus grandes valeurs de | ¢ |~ % ~ 200 MeV/c
N
, la structure nucléaire "apparait" : la diffusion Rutherford est dite anomale a cause de |'interaction
nucléaire forte !



L’amplitude de Born par les principes de la MQ (cas a 3D)
2
— L'équation 2 de I'onde diffusée avec & = 2

2m
(E — Hp) ¥4(Z) = Hipe(2)Y(Z)
— Fonctions de Green G(Z) solution de

(E - Hp) G@) = 5(&) = G(@) = <2ﬁ’§’> (— ) exp(+ipr)

— L’onde diffusée au premier ordre (approx de Born)

Y@ = [ G@ =) Hypa(#) vo(@) s’

— L’amplitude quantique au premier ordre de ¢ (&) dans ¢y(Z) avec *
A@) = [ b@ @ Pr = [ @ CE-) Hin(@)o(#)d* da

— [ U@ Hia@) 0@ P = Ba@l G=7 — 7

* o (L) ~ exp(ip’ T) et Yo(T) ~ exp(ip T)
I attention ! onde convergente [ 95 (Z)t G(Z — ') d3x
car [ GH (2 — &) Y (Z) dx

o (@) T
o (Z')
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L’électron relativiste dans un champ électrostatique

e(p) e(p')

)

A
> (d)

J(q) 3
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Démonstration en physique ''relativiste' (équation de Dirac)
Soit a calculer la section efficace de diffusion d'un électron de spin 1/2 sur une charge

Z | e | ponctuelle située a I'origine du référentiel du laboratoire.

Les étapes de la démonstration

e Le lagrangien libre de |'électron

Lo(z) = P(@)((py) — m)p(a)

e |’'équation libre de Dirac

((py) —m)p(z) = 0

e L'interaction de |'électron avec un champ extérieur A, (principe d'interaction mini-

male)
((py) —e(Ary) —m)y(z) = 0
e La forme hamiltonienne de cette équation

8o (x) = [—i0;7%9 + ex°(Ay) + +Omlv(x)

12



donc pour l'interaction :

Hipi(z) = e Au(x)7%9* = eAg(@)

e |L'amplitude de transition au premier ordre

Ari = —i [T (@) Hip(2))y(z)d*s
= —i [exp(i(p' — p)z) Au(z)d*z x u(®)T (e vOv")u(p)

= —iAg(q) x u(®)(e v ulp)

g =p —p et Aglg) = [exp(iqzr) Ap(z)d*x

e Dans le cas d'une charge () électrique ponctuelle statique

Ao(z) =

4 | T |

Les équations conduisent a

. Q . ,
Aola) = 276(¢%) 5 avec |7 = 4p?sin’(0/2)



e L'amplitude de transition Ay;

Ar; = —ido(q) x u(p)T (e vO)u(p)

= —i 278(¢") % @) ulp)
Dans ce cas |'amplitude de transition (réduite) est :

My = & ) %u()

e Finalement, en prenant correctement en compte les normalisations , on calcule la
section efficace quantique au premier ordre coulombien en sommant le spin final et
en moyennant sur le spin initial si I'électron incident est non-polarisé :

dsp’

(27)32u/ (7)

_ 1
o= F 1 [2m6(@)s 3 I My, P

spin

avec F = 2wv = 2p.



e L'intégration sur d3p’ est simple 3 cause de la conservation de I'énergie (qO = 0)

do = F12m 5 gpin | My 2 555, d

do = 5wz ()2 Tepin | 8@ ulp) 1 d

e Enfin la somme sur les spins : Nous utilisons une formule connue des ondes planes de

spineurs :

> spin (U@ YHu(p))* ((p )y u(p)) = tracelu(p")u(p )y u(p)u(p)y]
= 4(p'tp” +p"p" — ((W'.p) —m*)g")

>° 1w ulp) |7 = 4[w?+p°cos(9)+m?] = 8w (1—v?sin*(6/2))

spin
e Enfin on obtient la section différentielle de Mott (réf 2 page 173 )

en remplacant Qe = —Ze?

do . ( o w

2
2 .. 2
5 = 2p28in2(9/2)> (1 —v<sin“(6/2)) (8)



A la limite non-relativiste on retrouve la section de Rutherford w ~ m et v ~ 0

do ([ Za\® 1

dQ  \4Ey) sin*(0/2)
A la limite ultra-relativiste m ~ 0 , v ~1letw ~p

do (Zoz)z cos2(0/2)

dQ  \2w/ sin%(0/2)




Diffusion électromagnétique d’un électron sur un proton

e e’
X
{>A
D (q)
4
Ja)
P Y
Q

e +p—e 4y
p,—pe = p—p = gq
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L’interaction d’un électron avec un proton

Les étapes de la démonstration

e lLe lagrangien libre de I'électron
Lo(x) = Pe(x)((p-y) — m)e(x)
e |’'équation libre de I'électron
((p7) = m)e(z) = O

e L'interaction de |'électron avec un champ extérieur A, (principe d'interaction mini-

male)
((p-y) —e(Ary) —m)e(z) = O

e La forme hamiltonienne de cette équation

idotpe(z) = [—i0,7997 + er%(A.y) +1Om]ve(z)

donc pour l'interaction :
Hing(z) = e Ap(z)y 4" (9)
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e L’amplitude de transition au premier ordre (figure ci-dessus)
Ay = —i [ (@) (Hi(@))pe(e) d*a
= —i u(e)F (e O ule) [ eap(i(pl — pe)z) Au(z)d*e
= —iu(e)(ev)ule) Au(g)  avec

¢ = pp—pe et  Auq) = [exp(iqr) Ay(z) d*x
e Le champ de photons vituels rayonnés par la source J(x) (relations de Maxwell)
par transformation de Fourier , on obtient |'équation suivante sur le champ A, (q)
(—iq)* Ay — (—iq)u(—ig)*Au(q) = Ju(q)
Equation que I'on peut écrire formellement
A,u(q) — [_QQQﬁ + CII/C]'u]_lju(Q)

si condition de Lorentz Ak(q) = [—qz]_lg'u”fy(q)



— L'amplitude de transition devient pour ¢ = p., —pe = p—p'

Ari = =i () ey u(e) 25 T (a)

— Le courant électromagnétique du proton? Le proton est un fermion de spin 1/2

, il peut étre décrit par un spineur de Dirac; son quadri-vecteur courant est de la
forme :

/I’O-,LU/

Ju(q) = +ie @ (p)(yu Fl(q2)+ VS (g°))u(p) (10)

Ce courant est conservé : g, JH(g) = O et satlsfait aux symétries : parité et
renversement du temps.

— Dans le laboratoire, la section efficace est donnée par la formule de Rosenbluth .

do ( o
dQ2  “2wsin?(0/2)

avec un électron ultrarelativiste (sans masse)

)2(~ )(k (¢%) cos?(8/2) — k2(g*)sin?(8/2)) (1)

> = (p—p’)2 = (pé—pe)Q = —4ww'sin?(0/2) = —2M(w — w')
k1 = F122+ 4M2 2
ko = W(Fl‘FFQ)Q

k1(q?) et k>(g?) contiennent les informations sur la structure électromagnétique
de la cible .



e Le proton (neutron) n'est pas ponctuel (une particule de Dirac) :

Dirac p Exp Dirac n Exp
F1(0) 1 1 0 0
F>(0) 0 1,7928 0 —1,9130
~« 1.5
& 1
a 0.5
Ca D
0.1
o 0 e =
s -0.1
e ; (.
o -0.3 neutron
o —.4

0 0.5 1 1.5 2
blfm]

The proton and neutron transverse charge distributions
fm = 10713 em = fermi = femtometer = 10719 m



Conclusions

— La formule de Rosenbluth a joué un role fondamental dans I'analyse de la diffusion des
électrons sur les protons et les noyaux Fe ~ 1 GeV (1950-60)

— Elle a conduit a une extension qui a permis l'analyse des interactions inélastiques des
électrons (connue sous le nom de "deep inelastic scattering") et ainsi a la mise en évidence
des quarks constituant les nucléons (protons ou neutron) E. ~ 10 GeV (1960-70)

— Sur le modele de Rosenbluth , on a pu construire |'analyse de la diffusion des neutrinos
sur les nucléons (1965-1975) pour les processus quasi-élastiques et inélastiques : ceci a

permis de "voir" les quarks avec leur charge faible.

15
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De I'amplitude aux mesures...

— L’amplitude
a+b— f

— I'amplitude de transtion

<flS]i>= Agy

soit

Ari = 05— 1Ty,

— Si ¢t #= f l'invariance par translation d’espace-temps impose
T, = (2m)*6N(Z p;— Z py) My,

M ; est I'amplitude de transition réduite.

— le nombre de transitions observées (dans les conditions de normalisation) est

Nyi = =Ty, |?

16



— les sections efficaces
a+b—f
— le flux total des particules incidentes est
Fo = T (2wqva)
— le nombre de cibles fixes est
Ny = V (2uwp)
— le nombre de transitions observées est
Ny = | Ty |2 = o4 FalNy

Dans le cadre des conventions , la section efficace et |I'amplitude quantique sont liées

par |'équation suivante :

ototale = F 1Y (2m)*H(Z pi— Zpp)x | My, |2 (12)
J

avec F = (2wqva)(2wy) avec wp = my,

17
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