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x. Ce modeste travail, malgré ses imperfections, est dédié a ma trés chére
compagne de toujours dont c'est |'anniversaire aujourd’hui.
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Electrostatique et gravitation-statique

— Modalités de l'interaction classique

, {% ” f_ o \z,
expace-temps
figure 1
— Le champ de la source
AV = —-K p EOUQ’Z—gTEdV IC:eglou =
pour une source ponctuelle
I
V = —xQou M
Arr
— L’action sur la cible : la force classique
F = qE = —qgr_&dVouﬁ = mg = —mgr_&dV
— Le lagrangien du principe de moindre action : A = f L dt
1
L = EmUQ—(U(:L')—I—mCQ) U(x) = gV ou = mV

dA = L dt = —mc ds avec ds = \/(02—%) dt? — dxz?
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Action des forces relativistes

— La force électromagnétique de Lorentz sur la charge q

dﬁ — — —
— = F = gF UN\ B
g qb + g

— Equations relativistes avec ¢ = 1

ds? = dr? = dt? — dx?

e L'intervalle de temps "propre" sur une trajectoire

dr = \1—v? dt soit dt = ~vdr

e La 4-vitesse sur une trajectoire

dx L
Vu = d—: = (7,7Y) @ pu= m yy

e La loi dynamique :

d
P — Fu avec Fuot = O

dr



Action des forces électromagneétiques

— Le potentiel électromagnétique A* = (V(z), A(x))
e Le tenseur électromagnétique & 6 composantes (= F et B) :

F:L”/ — aluA,/ — 8}/14//(/

(1)
E; = (F9) Bp= (-FY) sieg;=1
— La force électromagnétique
d
ﬂ — F'u — (q F/u/ ’UV
dr
(2)
m
avec = = g—ﬁ
e formulation non covariante (dans le laboratoire)
0 j dp L o
Fi = q (Fpo.V +F;V)) = — = q(E+7ADB)

dt



Action des forces gravitationnelles

— Hypothéses : celles de la géomeétrie différentielle de Rie-
mann : 4 une métrigue symeétrique définie en tout point

M de la variété.
ds®> = g (z) dxtdz”

Notation : 0,0 = O,

— Le symbole de Christoffel 'y,

>0 dM = e, dxt

delu — I_IIZ,I/ dx? €p ou ep — I_lbby x¥ Eu
noté également
1
Moy = > 9°" Cgovp + Gopv — Gpvo ) Moo
et obéissant a |I'équation
— Ypv,o )

2 gaul_f.f,/ — (gav,p + 9op,v



Equation des géodésiques : annexe 3

Equation d’Euler-Lagrange : soit A = [{ f(z,&,7) dr
d (8]‘) __ of
dr \0z/)  Ox

LLa distance parcourue

[ = \/g/w(af)w.'ufy

L'équation de Euler-Lagrange

. . dIn(f)
9uv xV_I_E (—9pvu + Guvp+ Gupw) 7P = dr T
Sit=salors f = 1
.y 1 o
Juv £ — —5 (—gpz/,,u + guv,p + gﬂp,y) rx

pv



En résume

dx

— L’'action des forces E M avec z = ar

i, = (% F) i (3)

0A
N (Avp — Apw)
m m Ox m

— L’action des forces G R
Ty = — guol gy, 2727 (4)

dg(z) 1
~ py ~ 5 (_gpl/,,u + Juv,p T g/vbpﬂ/)

— En conséquence :

gl

0A,(x) | interaction E M vecteur (4 D)
Jguv(x) | interaction G R | tenseur-sym (10 D)




Exemple : le cas statique *

dA y dg test

f

\

expace-temps

o = O
e EM Ag=V(X) T = —% grad V
e GR gogp = 2 V(@ Z = —grad V. T

x. V(Z) a la dimension d'une vitesse au carré (pour G R)
T. équation indépendante de m



Les sources des champs EM et GR classiques

dA , dg

source

expace-temps

— Les 8 équations de Maxwell qui portent sur A*r? = 9r9% (A*(x))

J, est la source du champ EM (5)
O"Fyy = Ju (_mzAu> [1]
ONEuw + 0uF + 0,F\, =0 [2]
— Les 10 équations d'Einstein sur gt = 0r9° (g"(x))
T, est la source de gravité et A 7 la masse des ondes G7? (6)
Ry _% guTr (R) = a T + N g  [3]
8y

c?

Tr (R) = RY

m R,, = tenseur de Ricci a =

— mais 3 un facteur ~ 10749 entre GR et EM ! I |



Les ondes électromagneéetiques

— Potentiels retardés et |la condition de Lorentz
1. équation [5-1] : dynamique des ondes EM

O'F,, = 0°A, —0'0,A, = J,
2. condition de Lorentz (invariance de jauge)
otA, = O
— Equation de d’'Alembert + équation [5-2]
—0A4, = J, — 0=
recherche des solutions par transformation de Fourier

_ 1 .
AV(QQ) — _q_2 JV(QQ)

— Les potentiels retardés :

JV (t _ e r’)
v 1 c’ /
A” (t,r) = 47r/ dr




Une image

— Les Ondes de gravité a la surface globalement courbe de
I'océan.

gu(x) = guw +huw(z) avech<<g guwp, = O




Les ondes gravitationnelles

Les 10 équations de la gravitation relativiste réf[6]

1
avec les éléments de géométrie différentielle
rZy — % g°r (gau,u + Gou,y — g,w/,a>
R0, = 0, ThH, + I‘ZA [ —[u<+v] Riemann
Ryy = O TG+ 10, 13, —08, T5,— ), [, Ricci
Les ondes h,,(z) avec h<<g guw, = 0 (Annexe 2)
gw,(zc) — Guv + huV(CC)
Ro’y = apl_g-y - ayrg-p — _% 82 hyo- _I_ cee
Equation des ondes gravitationnelles

S #= T, est la source des ondes
AN #= 0 est la "masse" des ondes gravitationnelles (cte cosmolo-

gique) 7
1
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Vers une théorie Lagrangienne de la gravitation

— Equation d’Euler-Lagrange : soit A = [ L(z,d,7) dr
d (0L _ 0L
dr \ 9z ) Oz
— Le lagrangien complet inclut le Lagrangien libre 4+ interaction :

L = Lo(z)+ Li(z, )
Lo décrit la propagation libre £; décrit I'interaction

— Avec Feynman * réf [2] page 243 : .

Lo ~ %(hw’/\huv,k) +§ Guv xTHT”

L; ~a p hy tx?
Soit trés grossierement pour l'interaction

oL

N N n
Oh, ~ @ p TN a S

g~ a (hu)P @Y ~ a Thy @i
x. Feynman envisage le cas d'une interaction avec un boson neutre (ici
nous prenons le point de vue d'une interaction non-relativiste)
11



Le photon et le graviton (d’aprés Feynman réf[2])

— L'exemple de I'électromagnétisme (invariance de Jauge)

A, = ¢, exp(ikz) Ju(p) exp(ipz) i0 10 —e A

— La gravitation

L, = 7

12



La gravité quantique

\

p2 expace-temps

figure 3

tout un programme autour du graviton.
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La gravité quantique et les théories de jauge

classical Newtonian
mechanics gravity

electro-
magnetism

quantum
mechanics

special
relativity

general
relativity
‘0

quantum QFTin
field curved 2 quantum o
theory spacetime L]

figure 4 *

. http ://en.wikipedia.org/wiki/File :Quantum_gravity.png



Conclusions

Pour poursuivre |'étude :
— Quantification de l'interaction des ondes gravitationnelles
avec la matiére ? tout un programme...?
— ROle de la "constante cosmologique" dans la physique
des ondes gravitationnelles classiques ? références ?

— Faire le calcul complet du premier ordre : équation 8 (an-
nexe 2 en travaux).

15
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Annexe 1

: hotations, formulaire et constantes

vitesse de la lumiére
cte de Planck (bar)
permitivité du vide
perméabilité du vide
meétrique
I’'action
Constante de Hubble
cte de gravitation
meéga parsec

année lumiére

81y
i\

la densité Icagrangienne
vitesse de la lumieéere

cte de la MQ realtiviste
Nombre d’Avogadro

72,4+ 10,
6,673 1011

3,086 10119
9,5 10115
2,0 10743

2,998 108
197,
6,023 1023

par déf
idem
idem
idem

km.s—1.Mpc—1
m3.kg—1.s2
km

m J1

m.s—1
MeV.fm
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Annexe 2 : Equation des ondes gravitationnelles

développement au premier ordre

— Les 10 équations de la gravitation relativiste réf[6]

1
Ruy — 5 g,uz/Tr R = a T;u/ + A Guv (9)
— avec les éléments de géométrie différentielle
vgu — gﬁ acr + I_’LI/IJO'
rZy — % g°r (gau,,u + Gou,y — g,w/,a)
R = O Tow+ T, [ —[u<+v] Riemann
Roy = Vil =V, = 0, Ton+T70, My —98, e, — I, ), Ricci
— Les ondes h,,(x) avec h<<g guw, = 0 au ler ordre
9w () = g + hw(z) = gh huw(z) = 0O
I_g'l/ — % ghr (h,w/,a + h[LO',I/ - hov,,u)
vgu = 95 80

Ry = 8,ol_gl/ - 81/|_gp — _% 02 huo

18



Equation des ondes gravitationnelles 8

Suw # T, est associé a la source des ondes

1 1
_582 hl/O’ — EDhVO- — CLS]/O'_I_/\ hl/O’ (10)

Transformation de Fourier de |I'équation d'onde

1 -
(5 k* _/\) h,uu — a S,uy (11)

Propagation dans le vide et "masse" du '"graviton"

1 .
5 0w = A by =0 soit k2 = ki —k* = 2A

La "masse" quantique des ondes gravitationnelles (graviton) est dé-
finie par la constante cosmologique :

mac? = hev2A dimension physique de A ~ L2 (12)



Applications numeériques

— application numeérique :

a 87674(; 3,2 107%2 m.eV !
densité critique | w. | 5,6 10° eV xm™3
2N\ a We 1,8 107°2 m~=?

Remarque : la densité critique d’'énergie w,
~1072° kgxm>~9,01071° Jxm™3 = 5,6 10° eV sxm™3
parametre a voir table annexe 1
~2010" mJ 1~3210°% mev!
la "masse" des ondes graves avec ic = 0,197 107° eV.m
mea ¢ = V2N * (he) ~ 0,26 10732 eV
La longueur compton est
Ao = V2A = 7,4 10%®m = 7,9 10° A.L.
Pour comparaison, I'électron et le proton

me ¢ = 511 10° eV m, ¢ = 938 10° eV

de = 3,810 3 m A = 2,110 m
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Annexe 3 : Equation des géodeésiques

— Hypothéses :celles de la géométrie différentielle de Riemann

1. d une métrigue symétriqgue définie en tout point M de la variété
du

QMV(Q)
ds* = g, (q) dg'dg” >0

dM = e, dg"
2. Le symbole de Christoffel I},

de, = I_Z,, dq” e, ou e, = I_ﬁ,, q” ey
po 1 o 09ov 99, 99 —
T = 297 (58 + 38 — 3¢ ) = Tw

noté également
1

rgl/ — 5 ga,u ( Gov,p + Gopv — gpu,a)

et obéissant a I'équation

2 9o, = (Govp + Gopv — Govo )
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3. soit un segment de courbe (paramétre 7) limité par les points
My et M>
on définit I'action A et la "longueur" D de I'élément de trajectoire

dg dag

2 c . .
A = [{ gw "¢ dr avec ¢ = 7 4 = 3o

2 —
D = fl 9uv qHq” dt

on recherche par les méthodes variationnelles les courbes extré-
males pour A et D7

4. si T est I'abscisse curviligne sur la courbe :
dr? = gu d¢" d¢” = gw "¢ = 1
A=D = Am’m = Dmin
5. A cause du théoréme de Cauchy-Schwartz, en général, on a :

DQS(TQ—Tl)X.A



Equation d’'Euler-Lagrange

— Equation d'Euler-Lagrange sur une fonction f(z,z,7) : changement
de notation g ==

_ d (8f\ _ of
A_/de ~ E(%)‘ax

— La dérivation par 7 :

.0 0 0
& Yer T T ar

Introduisons

U = \/Q/W(CB) zhz”

— Application a I'"action" A
— Alors

f=u = gu(z) a'i"
— L'équation d'Euler - Lagrange dans ce cas :

2 gluy :.C.V + 2 guy,p jjyx.p — gPVnu xyjfp
— soit
1 . o vin
Juv T = ) (=9pvu + Guvp+ Gupy) T'° = —guo [, o7
zt + I_’;V z'z = 0 (13)
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— Application a la "distance" D (réf*)
— Alors

f = Z/{ = \/glw(a:) :i:“a'c”
— La dérivation de U :

dU? = 2U duU
— L’équation d’'Euler - Lagrange sur D devient dans ce cas :

d (au) U _d ((2 )1 88_bf> eyt M

E % Ox  dr ' ox
— Soit
d [oU ou d Ln(U) [0U? d [ OU? OU?
2 — | —=]- —) = — — | — | ——
( Z/{)(dT <8:c) 85{3) dr (8:'c>+(d7'(8x' 8x)

— L'équation de |la géodésique s'écrira donc

d(AUR\ (O 1 dIn@?) (o
dr \ oz ox ) 2 dr Oz

soit
d ILm(U
Pt 4 I_“V VP — ﬁ Tk
P dr
— ou encore plus explicitement si r=s (carY? = 1) :
gt + I, 2"z" = 0 (14)
x. http ; en.wikipedia.org/wiki/Geodesics ou http

en.wikipedia.org/wiki/Geodesics_ in_ general_ relativity



