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x. g est le facteur de Landé, s le spin de la particule (unité h)



Le courant électromagnétique

Considérons la diffusion d’'un électron sur un champ électromagnétique "ex-
terne" At(x)

e(p) charge e e'(p)

P Ata)
&

Source

— L'espace de Fock , c'est I'espace des spineurs a un électron

Y(z) = exp(—ipzr) u(p) P(x) = T (x)y°

— Amplitude de transition entre deux états asymptotiques propres de p
MeC=—ic / Ju(@) AM(z) de = —ie W) (0. p)u(p) Au(a) =P —p

— La probabilité de transition entre un état initial vers un état final soit

| M |? est accessible a I'expérimentation.
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Svymeétries de l'interaction électromagnétique

Considérons la diffusion d'un électron sur un champ électromagnétique A*(x)
— Amplitude a I'ordre 1 par rapport a e

(', p) = g = p—p
— Opérateurs dans I'espace des spineurs dimesion 24
" =1 o ot s Vs
— Parité 4+ renversement du temps + conjugaison de charge

qv

rw,p) = RV + i F2(q?) o o avec Fyp € R

— Propriétés des spineurs de Dirac @/(p’) et u(p) *

w'(p') TH(,p) ulp) = () (v + i Fo o® ) u(p)

= @) ((F1+ )" — 5= F (0 + p)") u(p)

pour e~ | F1(0) | F>(0)
ordre 1 1 0]
ordre 42 0 %
— Lien avec le facteur de Landé pour I'électron
g = —2 (F1(0) 4+ F>(0)) = —2 (1 +0.001162 4+ ...)

«. U (P)v'u(p) = s=w' @)@ +p)* + ic" q)u(p)



Graphes de QED au |+ 2ieme ordre

x. référence 3 page 160



Correction de vertex au 2ieme ordre

e(p) charge e e'(p")

b At

Source

Cinématique : p1 =p+ &k g=p —p py=p+k

Cte e? = 4o
masse de |'électron m
masse du photon mo = 0

— Reégles de Feynman — amplitude quantique M»

4
Mo = (ie)? [(@OIGEGE u®) D) Aua) o,
(2m)

G(p) = 1/(py—m~+i0)  Du(q) = —gup/(¢° —ms+i0)
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— Soit 5/, p) et Mo
Mo = —ie W (PHM50, p)ulp) Au(q)

d*k
M@, p) = z‘(—z'e)Q/V”G(p'l)v“G(Pl)% (k= mg +10)™ (2m)*

— Dans lI'espace des transformées de Fourier, les propagateurs électro-
niques

G(p) = (py+m)/(p° —m?* +i0)
— Pour le Calcul de Fy(¢?) et F»(g?) a I'ordre 2 nous avons

IRy N 1
re = i((zjf))él Dt:': d*k = <(F1+F2)7“— 5 12 (p'+P)“>

Num = ~"((p}.7v) +m)¥*((p1.y) +m)

Den = (k24 2(p'.k) +i0)(k2 + 2(p.k) + i0) (k2 — m2 + i0)



Principe du calcul

. Ecrire le numérateur pour de séparer Fy F>»
Num = (A(k)y" + B*(k))
. Soit la transformée de Fourier de I'opérateur (k) soit

N _ N
P G) = | Y exp(ikz) d*k

k) = Den(k) Den(k)

. On commencera par calculer la TF de f(k)

_ 1 . 1 _
f(z) = W—uﬂ(z«) = /Wexp(zkz) d*k

. En dérivant on calculera les termes de > en prenantla TF en z =0

—i0,f(z) = / %exp(ikz) d*k
(i0)(-i0)7G) = [ %exp(z‘kz) ak

d4k5 — ((F1_|_F2),7/J_ M FQ)
2m

(COCCIEI IO
(2m)4 Den



Calcul du numeérateur

— Soit a évaluer

u'(p ) (Num)u(p) = a'(p") (v ((P1-7) + m)¥*((pr7) + m)v) u(p)
— Le numérateur (grand total) * :

(Num) = 4{+" ((p1.p}) —k*/2) — (k) (p+ )" + (m — (k7)) K"}
donc
(Num) = A(k)y" + B"(k)

A = 4( (pp)+ (k.(p+)) +k2/2)

Bt = 4(—(ky)+ )"+ (m — (k) k")

x. On montre : appendice 1



Evaluation de 7(z)

— Soit a évaluer la transformée de Fourier de |la fonction

1 1 .
f(k) = Den(®) — f(z) = /m exp(ikz) d*k

Den(k) = a1 a» as
ar = (K420 k) +i0) a>x = (k*+ 2(p.k)+i0)

az = (k?—m3+10)
— Le calcul de la fonction f(z) conduit & * :

f(2) = 7r2/ xo % expi((z) +i0) N, do; j=1,2,3
0

ro = a1+ azx+ a3
avec p = aop + asp
Y(z) = —oamd — x5 (P + 2)?

— Dimensions (physiques) : aj,z0 ~ E2 et p~ E~1

*. On montre : appendice 2



Quelques relations utiles

— conservation de la 4 impulsion p’ —p = p/

—P1—=4q

q =9 —p transfert de 4 impulsion
P, =p 4+ k e~ virtuel
D1 =p+k e~ virtuel
. = 2m? — 2(p'.p)
(¥ + p)? 4m? — ¢° = 2m? + 2(p.p)
X0 = a1+ o+ a3
P = cop/ +azp | = 952 (p +p) + 25%(q)
(p.v) =azx+az m
(p)? = (a2 + a3)?m? — anazg?
(5.(p' + p)) = wdos(p 4 p)2
P (2) = —a1m — x5 (P + £)?
() 0utp(2) =~z (F+ $u
170,“/(2) 81/8,u¢(z) — T oz 9w




Considérons 5(k)

d*k

L (—ie)? A(k)y"* + BH(k)
2= gpa) ™ / Den(k)

Bt (k) 4{—(ky)(p+p )"+ mkt — (k.y)k'}

A(k)  4{W'p)+ (k.(p +p)) + 2K}
— Nous utilisons les notations suivantes

f(2) = =2 /OOO o 2 expi(y(z) 4 i0) M, doj

avec P(z) = —arm3 — zg (F+ £)?
7(2) 7 [ 202 expi(ip(z) +i0) N, day
f(2) | = —idf(2) ~(Pu(2))-.
fou(2) | —000uf(2) (= (2) + Yu(2)Yu(2))..

— Nous savons que la contribution de B* a N> est (a un facteur prés)
= 4L )@+ +mfr =] enz=0

— Idem la contribution de A(k)~y* a ' est (@ un facteur prés)

= 4[('p) + (J-(p+P)") + %gw(fuu)] en z=0



— soit
= 472 fooo o2 exp (1 (0) + i0) M, daj x{

[— (¥, (0).4") (P + p)* + my#(0) — ((—ip*(0) + *(0)¥"(0)).7)]
+y4 [(p'.p) + (0 (0).(p + p')") + Lgp (—iv?*(0) + 1P(0)(0))]}

notons que
(0 a2y = O
(2m)4

— En remplacant ¢, (0) v,,(0) par leur valeur (table ci-dessus) :
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{{m(a2 + az)ry ' (p+ p)* — magt P — L 5 Tg Iyt — m(an + az)zy p“}
+# [(p'p) — 25 (B.(p + 1)) + 25 i + S25°P%]}
1. Regroupant les termes en (p’' + p)* avec p* — % (p' + p)H

a1(an + a3)
ng

xm(p+ ) [ho<azj,q2> —
ce qui montre que la contribution en (p’ 4+ p)* est
= ax?m(+7)" [ ap? [ho(a, )] e®i((0)+i0) N, da,
0
avec

Y(0) = zo(— a:lmo :r;_2~2) = wo(—xlmg—((a:2+a:3)2m2—x2333q2)



2. Regroupant les termes en ~*
(0" +p)? = 4m® — ¢

avec (9)? = (a2 + a3)’m? — asazq?

(r'p) = m?—3¢°

ce qui montre que la contribution en ~* est

= 472 / :c52h1(0éj,q2) expi(y(0) + :0) My daj
0

as + a3 1 1
avec hi(aj,¢?) = (('p) — ——@@+ )+ -+ : i
2x0 2x 2x
3. Regroupant les termes en ¢* = (p' — p)* avec p* — Lz gt
a3 — QD
. X m gt [ 52 (zo 4+ a2 + az) = ho(aj,q°)
0

ce qui montre que la contribution en g* est

= 47° m ¢" / z5°ha(aj, q?) expi((0) +i0) M; da;
0

ce terme ne contribuera pas a > a cause de |I'échange 2 < 3



Calcul de F5

— on continue avec le changement de variable ci-dessous a; — x;
&j
rj=-—aveCzri+z2+x3 = 1
Zo

— on intégre sur zg € [0,0] et z1 2o sur 0 <z 4+ 2, <1
= 4x2m (p+)" [ [ ho(e)?) explizn(#(0) +i0)) drodside:
z;, JO

P(0) = (—x1m3 + zox3 ¢° — (22 4 23)? M?)

| J | = =3 J est le jacobien
, m z1(z2 + x3)
— 4 4712 — (p—l—p')“/ .. dri1dxo
2 = ¥(0)
avec une intégration dans le domaine 0<xz3 = 1 —(x1+22) <1
, 1 x1(xo + x3) M2
= i 41° — ! ”/ _ dxidx
om PP | T 0 1
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— Reésultat pour F»(¢?) avec e? = 4ra

(—ie)? Num 1
) &k = (A4 By — — B (0 +p)*
2 (27)4 Den (Fr+ F2)y om " ° (v +p)

IAY?) o 2
b = (+7r') gl /ml(mQ:l_m?’) m dxidxo
2m 0 - ¥ (0)
P = @ / z1(22 + 23) m” dxidxzo
7 Ju (—z1m3 4+ z223 2 — (22 + 23)2 M?)

— Dans le cas statique avec : q2 =0etmg=20

l o
RO =3

— Le moment magnétique interne a |'ordre 2

po= gis g = —2 (H—%-I—(%)Q(m))



Calcul de Fy + F>

i(—ie)? Num 1
e d*k = ((F1+ By — = B @ H
2 (27’(’)4 Den <( 1 + 2)7 2 2 (p +p) )
— on continue avec le changement de variable
o — T aveCa:j=%aveC:v1—|—x2—|—:C3 = 1
0

— on intégre sur zg € [0,0] et z1 2o sur 0 <z 4+ 2, <1

> L, . J
= 47? / / hi(zj, %) expizo((0) + i0) ) | dxodxidxs
Z; 0 0

avec ¥(0) = (—x1m3 4 zow3 q% — (z2 + x3)2 m?) et

hi(zj,q?) = [(m?—=%) — (z2+2z3)(2m? — L)

+ 2 (@2 + 23)°m? — z2w3q?) 1 + 5

2.’,30

— Bl(xj,QQ) + :

QZEO

(Rt By = 2 / / ha (25, 6%) exp(izo(H(0) + i0)) daodada,
z;, JO

— Si on soustrait la valeur de la correction a ¢ = 0 on obtient une valeur
finie qui dépend de ¢? et qui varie avec I'énergie.
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— On intégre sur xg
84 El(xj,QQ) /OO
Fi+Fy) = — =
(it 12) w/a,,[ 50 o 2
avec ¥(0) = (—xz1m3 4 zow3 ¢% — (22 + x3)2 m?) et

. 2 2001
Py, @) = (m*="0) = (a2 + @3)(2m® = )+ 5 ((w2+a3)’m® —waaq?)

2
F2 = —g /x1($2:|'$3) m d:ljldCBQ
T Ja, ¥(0)

— Divergences au voisinage de g = 0 résolue par soustraction

o
F, = —
™

F1(¢*) = F1(¢®) — F1(0)
— Divergence "infra-rouge" au voisinage de ¢° =0

0 hl(%, > zox3
(Fl‘l‘FQ) /[ 7(0) >+/o 5 1'5(0)] dxidxo

82



— Finalement (référence 2 page 342 )

M) = (P i P ot )
2m

avec

Fi(?) = 1+550n0 —3)

mo

F(q?) = o



Conclusion

Pour étre complet sur le sujet, il faudrait

— Etudier le terme Fy(g?) qui est divergent ...

— Etudier la variation de Fy(¢?) avec ¢2 qui conduit au com-
portement asymptotique du couplage électromagnétique
(a haute énergie).

— Discuter en général de la renormalisation de QED.

Dans l'annexe 4, nous avons regroupé les formules mathéma-
tiques qui aident a la résolution de ce programme.
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Appendice 1

Calcul du numérateur de I'5(p/, p)

— Amplitude quantique M, avec e? = 4ra

Mo = —ie W (P, p)ulp) A.(q)
@,p) = i(—ie)?(2r)~* [+GEDY*G(p1)v x (K2)~1 d*k
r5,p) = Fi(@®y*+ i Fa(q?) o' 3=

5 est une matrice (4,4) sans dimension physique x «

— Pour le Calcul de Fi(g?) et F»(¢g?) a I'ordre 2 nous avons
L (—ie)? Num
2 Z(27r)4 Den

— Numérateur et dénominateur
Num = ~"((p}.7) +m)¥*((p1.7) +m)v

Den = (k®+2(p'.k) +1i0)(k? 4+ 2(p.k) + i0)(k? + i0)
— Algebre de Dirac : y#4Y = —~AYy* 4 2g**

k= (R + i B> o )
2m

Propriétés des matrices v de Dirac
v IL 174 . v
o = Sh" ] 2i o™ g = —[V", (7.9)]

Yot =3y = -y, Tr1l=4 Tr~A"=0 Tr 4" = 4 ¢
14



Vo =4 A = =290 " = 4 gl

YA = =29 T 4 29y TP — 2Py
(ay)® = a°
(a.v)y" = —"(ay) +2 a”

— Calcul du Numérateur
Num = ~"((p}.7) + m)¥*((p1.y) + m)yw = A+B+C

A = (L)Y (1)
B = m y"y"(p1.7)yw + m v (PLy)v
C = m? y'yly,

/

avec p1 = pt+k P1 :p/+k q:p’—p
— les termes en m?2
C = mA(-2y")
— les termes en m
B = ("Y"(—vwp1v) +2 p) + (@17 + 2 (1)) w)
(+27"(p1.7) + 2 (P )Y + QLAY + 29 (1 7)
= 4m (p1 + p)*



— terme en pp/
A = (@1 )Y +2 DI (=7 (pry) + 2 p1)

—2(p1 )Y (p1.v) + 4(p1.PDV — 297 (P17) (P17) — 2(P1.7) (1)
les deux derniers termes ci-dessus
—2(— (@Y™ + 200" (p1v) — 2(p1-7v) (=" (p1.7y) + 2p4
= +4(1. )Y (p1.7) — 4((PLPL + D (p1y)
total des termes en pp’

A = 21 IV (p1y) + 41V — 4((PL)P) + P (p17)
En appliguant I'équation de Dirac aux spineurs externes :
a gauche (p}.v) = (k.y) +m a droite (p1.y) = (k) +m

A = +2((ky)+m)¥“((k.v)+m)+4(p1.0))V*—4((ky)+m) (Pi 4+ (P))*)
D = 42((k.y) +m)v*((k.y) +m))

D = 42((ky)+m)((=ky)+m)v'+4(ky)k" = 2(—k*4+m?)y"+4(k.y)k"
Le numeérateur ( grand total) :

+4 {7* ((prph) — k?/2) + (k1) (k — (p1 4 p1))* +m K}



— Soit pour le numérateur*
(Num) = +"((py-7) +m)v*((p1.7) + m)v
= +4{y" ((p+kp' + k) —k?/2) = (k) (k+ (p+ P!+ m k]
(Num) =4{((p+ k.p' + k) — k2/2)v" — (k) (p + )" + (m — (k) k*}
— Le numérateur (grand total) :

(Num) = A(k)y" + B"(k)

donc
A = 4((pp)+ (k(p+9))+k?/2)

Bt = 4(—(ky)(@+ )"+ (m— (k) k")

x. référence [2] page 339



Appendice 2

Evaluation de f(z)

— Notations
cte e? = 4o
masse de |'électron m
masse du photon mo =20

Cnématique
pr = p+k|p) =p+Ek|qg=p—p = p;—p:

(Num) =4{+" ((p+k.p' + k) —k?/2) — (ky)(p+ )"+ (m — (k7)) k'}

Den = (k?—m3+i0)(k*+ 2(p'.k) 4+ i0)(k* + 2(p.k) + 30)
— Principe du calcul de M'x(z) / référence 2 page 339

1. Formules utiles : Voir appendice 4

2. Introduction des intégrations sur

aj € [0,00] j=1,2,3 et avec 29 = (a1 + a2+ a3)

h(k o
/ (k) d*k = 43 / // do; / h(k) expi(aiai+asastaszaz) d*k
k ai1ans2a3s 0 k

a1 = (k*—m3+10), ap = (k*+2(p'.k)+140), a3 = (k*+2(p.k) +10)
(a1a1 + asan + azaz) = (xok? 4 2k.(aop’ + azp) — ozlm% + 3i0)

15



3. on passe a f(z)

h(k) = exp(ikz) k= (ko, k) et z = (20, ?)

7(2) :/k exp(ikz) P

Den

f(z) = i3/ dai/ expi(kz+:cok2+2k.(a2p’+a3p)—ozlmg—l—iO) d*k
0 k
4. on introduit un changement de variable

4
k— k4 x5! (aop’ + asp + 5)

. o0 z _

f(z) = (—'L')3/ dai/ eXDi(xokz—alm%—wal(agp’—l—oz3p—|—§)2—|—7,0) d*k
0 k

VOir annexe 3

/ expi(zok? 4+ i0) d*k = —i(—)2
k Zo

Soit la formule de base de la réf 2 page 339 ()

f(2) = =2 /OOO zo 2 expi(y(2) 4 i0) da;

avec
$(z) = (~oamd — g (azp' + azp + 2)?)



Appendice 4

Quelques notes mathématiques utiles *
— Quelques formules d’'intégration utiles

1. Fonction de Heaviside ©(t)

1 > exp(it
o) = = [P L o1) = LouOsit>0out<0
2w Joo x—10

2. Intégration sur les complexes

(a1 j— i0) = (=9) /o expi(ai(ar + :0))das
application
) B 00 | . |
p2 — m2 440 — /O eXD(za(p m* + ’LO)) do

3. deuxieme formule réf 2 page 296

A = / exp(iak?) dk = e™/4, |~

oo 0!

(on intégre sur C la nouvelle variable /o k = v/i x)
dans l'espace a 4 D avec la signature + — ——

Ay = /oo exp(iOékQ) d4k — (em/4)(e—m/4)3 (2)2 — 4 (5)2

x. référence 1 pages 702 référence 2 pages 295 et 304
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4. Exemple : le cas qui nous intéresse avec n = 3

/ . (Num) d*k
n—3 o ra Den (2m)4

flz) =
Num = exp(ikz)

Den = ajazaz = (k? — m3 +i0)(k? 4+ 2(p'.k) + i0)(k? 4+ 2(p.k) + :0)

_ 3
f(z) = (=) / / expi(kz + aia1 + azan + azaz + i0) d*k da;
(27)4 R4
Changements de variable

~

p = aip) +asp et zg = (a1 + az+ az)
L'argument de I'exponentielle devient

arg = kz+ xok? 4+ 2(k.p) — moau
.z
k= k42" (F+3)

arg = xzok? — :col(p + )2 — maa

)3 [o©
f(Z) = §27;L_§4 /O eXpi(_mal(ﬁ+ 2)2 — m%()él + ’LO) dOéj
></ expi(zok? 4 i0) d*k

R4

/ expi(zok? 4+ 40) d*k = —i(—)2
R4 L0



soit
N 1
&) = e

avec 3322042/330 x3=o¢3/a§o 1+ 20 +23 = 1

W(z) = wo(—(ib2p+w3p+2im)2—m8$1)

/ z52 expi(y(2) +i0) daidazdas
0

— Calcul des intégrales de Feynmant

1. Lemme 1

1 1 dx1dxo
= 5 0(x1+ 20— 1)
a1a? o (z1a1 + z2a2)

2. Conséquence (référence 2 page 350)
1 B o 1 dx1dxo
(a1 — A)(az2 — A) X Jo (z1a1 4+ z2a2 + A)

3. Généralisation : (domaine d'intégration des x;)
Si0<z1<1 O<a<l—21 O<ap1<(l—. —zp2)

1 max dr1 dro .. drp—1
— = (n—-1)!
aian..an 0 (101 + x202.. + THaK)"

6(x1+ 22— 1)

4. Application

d*k max d*k
/ _— = / dxr1 dxo .. dx,—1
al1as..an 0 (iUlCLl + x2a2.. + wnan)n

7. (référence 1 pages 702 )



5. Démonstration du théoréme général par récurrence

_ 1 1—2131 1—1171...—33”,2 1
n—1
aveCxz, = 1—-) ; "z
_ 1
In = a..a,

- Primitive par rapport a z,—-1
-n+1

F(zp-1) = _(n_l)(lan_l_an) (a171 + ...Qp-1Tn-1 + anTn)
AF = [F(xp,=0)— F(xn,—1 = 0)]

- 1 1 1
AF = (n—l)(—an,l—l—an){(alxl..—i—an,lxn,l)"—l o (alxl..—l—anxn)"—l}

aveC zp_1=1—21..—xpoetxy,=1—x1.. — 2Hy_2

- intégration sur x,_1 en utilisant la propriété a l'ordre n — 1 :

I = (n— ! [ dey [77" daoe. [ deg o AF

S
[

1 1 1
(TL o 1)(n—l)(—an,l—f—an){al..an,zan,l o al..an,zan}

I, = -t

ai..a,



