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Constantes et conventions

gµν métrique + − − − unités

c vitesse de la lumière 2,998 108 m.s−1

ℏ constante de Planck /2π 1,05457168 10−34 J.s

e charge élémentaire 1,60217653 10−19 C

α cte de structure fine 137,036−1 0

m électron 0,510998918 MeV/c2

Mp proton 938,272029 ...
Mn neutron 939,565360 ...

Nous utilisons le système d’unités des hautes énergies

ℏ = 1 c = 1 ϵ0 = 1

soit

e2 = 4πα
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Graphe et amplitude quantiques

Considérons la transition entre un état initial et final constatés à l’échelle
macroscopique

figure 3

— L’espace de Fock est l’espace des états macroscopiques de particules
libres propres de p et "stationnaires" à l’infini

— L’amplitude de probabilité
Ce qui est accessible à l’expérimentation c’est la probabilité de tran-
sition entre un état initial (de Fock) vers un autre état final de cet
espace.
Par principe de la mécanique quantique, cette probabilité peut s’ob-
tenir en calculant le module au carré de l’amplitude de transition qui
est un produit scalaire dans l’espace de Fock.

— La dynamique est contenue dans l’opérateur dit de "scattering" S ,
les amplitudes de transition sont données par les éléments de S .

A = < f | S | i > = Sf,i = δf,i − i Tf,i
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avec

S = T exp

(

+
i

ℏ

∫

L(x) d4x
)

(1)

S = 1+
i

1!

∫

[ Lint(x)] d4x+
i2

2!
T
∫

[ Lint(x)] [ Lint(y)] d4y d4x+ ...

(2)
— Le principe de moindre action est associé à la stabilité de phase de

l’opérateur de "scattering" S avec

Lint(x) = −e Jµ(x)Aµ(x)

S = 1+ (−ie) 1
1!

∫

[ Jµ(x)Aµ(x)] d4x+

(−ie)2 1
2!
T
∫

[ Jµ(x)Aµ(x)] [ Jµ(y)Aµ(y)] d4y d4x+ ...



Graphe et amplitude électromagnétiques

Considérons la diffusion d’un électron sur un champ électromagnétique Aµ(x)

figure 4

text
fi-
gure
4

— L’espace de Fock , c’est l’espace des spineurs à un électron ∼ ψ(x)
— Amplitude de transition entre deux états asymptotiques propres de p

M ∈ C = −ie
∫

Jµ(x) Aµ(x) d4x

M1 ∈ C = −ie ū′(p′)γµu(p) Âµ(q) q = p′ − p
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Amplitude quantique (suite)

— Développons γµu(p) avec q = p′ − p et γµγν = gµν − iσµν

γµ(γ.p)u(p) = m γµu(p) et ū′(p′)(γ.p′)γµ = m ū′(p′)γµ

donc 2m ū′(p′)γµu(p) = ū′(p′)((p′ + p)µ + iσµν (p′ − p)ν)u(p)

M1 = −ieÂµ(q)× ū′(p′)γµu(p)

= −ieÂµ(q)× ū′(p′)
(

1
2m

(p+ p′)µ + i
2m
σµνqν

)

u(p) 1er ordre

1. Cette expression de M1 sépare l’électrique et le magnétique.

2. Si p′ = p et q = 0 on reste avec le premier terme

3. si la diffusion est élastique p′0 = p0 et q0 = 0 le spin est unique-
ment couplé au champ magnétique

— Corrections à l’ordre 2 de QED, on attend :

+M2 = −ieÂµ(q)× ū′(p′)
(

K1(q2)γµ + i 1
2m

K2(q2) σµν qν
)

u(p)

e = e(1 +K1(q2)) g = −2 (1 +K1(q2) +K2(q2))

A la limite classique , K1(0) = 0 et K2(0) = α
2π

soit pour l’électron

g = −2,002323 comparé à −2,00231930 δg ∼ +4 10−6
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Corrections au courant de fermions de spin 1/2

— A l’ordre 2 de QED, pour une particule de Dirac, on attend :

M1 = − ie Âµ(q)× ū′(p′) (γµ)u(p)

M2 = − ie Âµ(q)× ū′(p′)
(

K1(q2)γµ + i K2(q2) σµν
qν
2m

)

u(p)

e = e(1 +K1(0)) g = −2 (1 +K1(0) +K2(0))

pour e− K1(0) K2(0)
ordre 1 1 0
ordre 2 1 α

2π

— On montre K1(0) = 0 et K2(0) = α
2π

pour e− g facteur de Landé
ordre 1 ordre 2 expérience δg

−2 −2,002323 -2,002319 ∼ 4, 10−6
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Graphes de QED au 2ième ordre

figure 3 ∗

∗. référence 3 page 160
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Qu’est-ce qu’un graphe de QED

— C’est une ensemble de segments qui relient des points

— Le graphe définit un chemin entre les états initial et final

— A chaque graphe correspond une amplitude quantique

— Les points sont appelés vertex de l’interaction Lint(x)
Le nombre de points est l’"ordre" du graphe

— Quelque exemples élémentaires

1. Effet Compton , photoélectrique

2. La création de paires e+ e−

3. Le rayonnement de freinage

7



effet Compton à l’ordre 2

γ + e− → γ + e−



Propagateurs des champs libres : ψ et A

— Les équations libres

((i∂.γ)−m) ψ(x) = 0

∂νFνµ = (gνµ ∂
2 − ∂µ∂ν ) Aν(x) = 0

— Les fonctions de Green associées (propagateurs)

((i∂.γ)−m) G(x− y) = δ4(x− y)

(gνµ ∂
2 − ∂µ∂ν ) D

µ
ρ(x− y) = gνρ δ

4(x− y)

— Dans l’espace des transformées de Fourier

G(p) = (p.γ +m)/(p2 −m2 + iϵ) ∼ p−1

D
µ
ρ(q) = −gµρ/(q2 + iϵ) ∼ q−2
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Règles de Feynman pour QED (résumé)

références [1]-375 [2]-698 [3]-149





Lignes Extérieures (in) (out)

d’électrons u(p) ū(p)
de positons v̄(−p) v(−p)
de photons ϵµ ϵ∗µ

Lignes Intérieures

d’électrons i((p.γ)−m+ iϵ)−1

de photons −igµν (p2 + iϵ)−1

Facteur de vertex

interaction d’électron QED e = −|e| ieγµ

conservation de p (2π)4δ4(pin − pout)

Intégration sur les lignes intérieures d4p
(2π)4



Degré de divergence d’un graphe de QED

— Soit un graphe d’ordre n avec Nγ et Ne particules asymptotiques
— Nombre de segments intérieurs

électrons :(2n−Ne)/2 photons : (n−Nγ)/2
— Nombre d’intégrations sur les 4-impulsions intérieures

N1 = 2(2n−Ne) + 2(n−Nγ)− 4(n− 1) = 2n− 2Ne − 2Nγ +4

— Comptage des puissances au dénominateur

N2 = (2n−Ne)/2+ (n−Nγ) = 2n− (Ne/2)−Nγ

— Degré de divergence du graphe

d = N1 −N2 = −3

2
Ne −Nγ +4

— Comportement de l’amplitude à p→ ∞

M ∼
∫

p−N2 dN1p

exemples :
Ne Nγ d
2 0 1
0 2 2
2 1 0
2 2 -1
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Correction de vertex au 2ieme ordre

figure 4

— degré de divergence avec Ne = 2 Nγ = 1 : d = 0 (divergence log)
— Amplitude quantique M2 avec e2 = 4πα

M2 = (−ie)3
∫

ū′(p′)γνiG(p′1)γ
µiG(p1)γλu(p)× iDνλ(k)

d4k
(2π)4

Âµ(q)

= −ie ū′(p′)Γµ(p′, p)u(p) Âµ(q)

Γµ(p′, p) = i(−ie)2
∫

γνG(p′1)γ
µG(p1)γν × (k2)−1 d4k(2π)−4

Γµ(p′, p) = K1(q2)γµ + i K2(q2) σµν
qν
2m

Remarque : Γµ est une matrice (4,4) sans dimension physique ∝ α
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Analyse des divergences

— Identification pour calculer K2(0)

Γµ(p′, p) = i(−ie)2
∫

γν((p1′.γ) +m)γµ((p1.γ) +m)γν×
(

(p′21 −m2 + i0)(p21 −m2 + i0)(k2 + i0)
)−1

(2π)−4 d4k

avec
p1 = p+ k p′1 = p′ + k q = p′ − p = p′1 − p1

— Calcul du numérateur de Γµ (voir Annexe 1) référence [2] page 339

le numérateur
γν((p′1.γ) +m)γµ((p1.γ) +m)γν

= +4
{

γµ ((p+ k.p′ + k)− 2k2/2)− (k.γ)(p+ p′)µ + (m− (k.γ)) kµ
}

le dénominateur
(k2 +2(p′.k) + i0)(k2 +2(p′.k) + i0)(k2 + i0)

— Divergence ("logarithmique") à la limite ultra-violette : k → ∞
∫

k−4 d4k ∼
∫

x−1 dx

— Divergence à q = 0 soit p = p′ (sans interaction)

Γµ(p, p) ∼ ∞
— Divergence infra-rouge à k2 ∼ 0 : on donne une masse m0 au photon

(k2 + i0)−1 → (k2 −m2
0 + i0)−1
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Solution (réf [2])

réf 2 Itsykson & Zuber page 339-340 calcul par intégration
Calcul complet dans l’annexe 2

— Soustraction des ∞
ΓµR(p, p

′) = Γµ(p, p′)− Γµ(p, p)

— Pour K2(q2)

K2(q
2) =

α

π

∫ ∞

0

δ(1−
∑

i

αi)
m2 α1(α2 + α3)

m2(α2 + α3)2 + α1m2
0 − α2α3q2

dα1dα2dα3

— Intégration avec

(p.p′) = m2 cosh(θ) soit q2 = −4m2 sinh(θ/2)

K2(q
2) =

α

2π

θ

sinh θ
⇒ K2(0) =

α

2π

— idem pour K1(q2) avec

K1(0) = 0
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Solution (réf [1])

par Landau & Lifchitz pages 615-619
en utilisant les propriétés analytiques des fonctions Ki=1,2(q2) (voir Annexe 4)

q2 = (p′ − p)2 = 2(m2 − (p′.p))

— Propriétés analytiques dans la variable z = q2

K∗
i (z) = Ki(z

∗)

— Domaines physiques z ∈ R
Diffusion z < 0
Etats liés 0 < z < 4m2

Création de paires 4m2 < z

— Application du théorème des résidus avec x ∈ R

Π(z) =
zn

π

∫

4m2

Im Π(x)

xn(x− z − i0)
dx

Application au calcul de K2(0) avec n = 0

K2(0) =
1

π

∫

4m2

Im K2(x)

x− i0
dx =

α

2π

D’après Γµ(p′, p) ,pour x = q2 > 4m2 Im K2(x) = α m2√
x(x−4m2)
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Conclusion

— Le calcul du moment magnétique de spin de l’électron

a eu une importance historique dans l’établissement de

QED (J. Schwinger 1949)

— Les calculs ont été poussés jusqu’aux limites de QED,

c’est à dire jusqu’aux énergies "virtuelles" qui nécessitent

la prise en compte de l’interaction forte.

— Pour aller plus loin, il faudrait

1. justifier la cohérence de la procédure de soustraction

par rapport aux principes de QED

2. faire le lien entre l’invariance de jauge et le programme

de renormalisation.
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Appendice 1 : Calcul du numérateur de Γµ(p′, p)

— Amplitude quantique M2 avec e2 = 4πα

M2 = −ie ū′(p′)Γµ(p′, p)u(p) Âµ(q)

Γµ(p′, p) = i(−ie)2(2π)−4
∫

γνG(p′1)γ
µG(p1)γν × (k2)−1 d4k

Γµ(p′, p) = K1(q2)γµ + i K2(q2) σµν
qν
2m

Γµ est une matrice (4,4) sans dimension physique ∝ α

— Pour le Calcul de K1(q2) et K2(q2) à l’ordre 2 nous avons

Γµ = i
(−ie)2
(2π)4

∫

Num

Den
d4k =

(

K1(q
2)γµ + i K2(q

2) σµν
qν

2m

)

— numérateur et dénominateur

Num = γν((p′1.γ) +m)γµ((p1.γ) +m)γν

Den = (k2 − 2(p′.k) + i0)(k2 − 2(p.k) + i0)(k2 + i0)

— Algèbre de Dirac : γµγν = −γνγµ +2gµν

Propriétés des matrices γ de Dirac

σµν =
i

2
[γµ, γν] 2i σµν qν = −[γµ, (γ.q)]

γµσ
µν = 3iγν = −σµνγµ Tr 1 = 4 Tr γµ = 0 Tr γµγν = 4 gµν
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γνγν = 4 γνγµγν = −2γµ γνγµγργν = 4 gµρ

γνγ
ργµγσγν = −2γργµγσ +2γµγσγρ − 2γργσγµ

(a.γ)2 = a2

(a.γ)γν = −γν(a.γ) + 2 aν

— Calcul du Numérateur

Num = γν((p′1.γ) +m)γµ((p1.γ) +m)γν = A+B+ C

A = γν(p′1.γ)γ
µ(p1.γ)γν

B = m γνγµ(p1.γ)γν +m γν(p′1.γ)γ
µγν

C = m2 γνγµγν

avec p1 = p+ k p′1 = p′ + k q = p′ − p

— les termes en m2

C = m2(−2γµ)

— les termes en m

B = (γνγµ(−γν(p1.γ) + 2 pν1) + (−(p′1.γ)γ
ν +2 (p′1)

ν)γµγν)

(+2γµ(p1.γ) + 2 (p1.γ)γ
µ) + (2(p′1.γ)γ

µ +2γµ(p′1.γ)

= 4m (p1 + p′1)
µ



— terme en pp′

A = (−(p′1.γ)γ
ν +2 (p′1)

ν)γµ(−γν(p1.γ) + 2 p1ν)

−2(p′1.γ)γ
µ(p1.γ) + 4(p1.p

′
1)γ

µ − 2γµ(p′1.γ)(p1.γ)− 2(p′1.γ)(p1.γ)γ
µ

les deux derniers termes ci-dessus

−2(−(p′1.γ)γ
µ +2(p′1)

µ)(p1.γ)− 2(p′1.γ)(−γµ(p1.γ) + 2pµ1)

= +4(p′1.γ)γ
µ(p1.γ)− 4((p′1.γ)p

µ
1 + (p′1)

µ(p1.γ)

total des termes en pp′

A = +2(p′1.γ)γ
µ(p1.γ) + 4(p1.p

′
1)γ

µ − 4((p′1.γ)p
µ
1 + (p′1)

µ(p1.γ)

En appliquant l’équation de Dirac aux spineurs externes :
à gauche (p′1.γ) = (k.γ) +m à droite (p1.γ) = (k.γ) +m

A = +2((k.γ)+m)γµ((k.γ)+m)+4(p1.p
′
1)γ

µ−4((k.γ)+m)(pµ1+(p′1)
µ)

D = +2((k.γ) +m)γµ((k.γ) +m))

D = +2((k.γ)+m)((−k.γ)+m)γµ+4(k.γ)kµ = 2(−k2+m2)γµ+4(k.γ)kµ

Le numérateur ( grand total) :

+4
{

γµ ((p1.p
′
1)− k2/2) + (k.γ)(k − (p1 + p′1))

µ +m kµ
}



— Soit pour le numérateur ∗

Num = γν((p′1.γ) +m)γµ((p1.γ) +m)γν

= +4
{

γµ ((p+ k.p′ + k)− k2/2)− (k.γ)(k+ (p+ p′))µ +m kµ
}

Num = +4
{

γµ ((p+ k.p′ + k)− k2/2)− (k.γ)(p+ p′)µ + (m− (k.γ)) kµ
}

— Rappel pour le dénominateur

Den = (k2 +2(p′.k) + i0)(k2 +2(p.k) + i0)(k2 + i0)

∗. référence [2] page 339



Appendice 2 : Calcul de l’amplitude quantique

— Amplitude quantique M2 avec
cte e2 = 4πα

masse de l’électron m
masse du photon m0 = 0

M2 = −ie ū′(p′)Γµ(p′, p)u(p) Âµ(q)

= i(−ie)3(2π)−4
∫

ū′(p′)γνG(p′1)γ
µG(p1)γνu(p)D(k2) d4k Âµ(q)

M2 = (−ie) ū′(p′)[K1(q2)γµ +
i

2m
K2(q2) σµνqν] u(p) Âµ(q)

Avec
p1 = p+ k p′1 = p′ + k q = p′ − p = p′1 − p1

— La divergence logarithmique en p = p′ : Il faut rappeler que le
numérateur est en k2

— Réécriture de M2 en utilisant les propriétés des matrices γ de Dirac

ū′(p′)γµ(γ.p)u(p) = m u′(p′)γµu(p) ū′(p′)(γ.p′)γµu(p) = m u′(p′)γµu(p)

2m ū′γµu = ū′[γµ(γ.p) + (γ.p′)γµ]u

ū′[2m γµ]u = ū′[(p+ p′)µ − 1

2
[γµ, (γ.q)]u

ū′[2m γµ]u = ū′[(p+ p′)µ + i σµνqν] u

M2 = (−ie) ū′(p′)[(K1 +K2)γ
µ − 1

2m
(p+ p′)µ K2] u(p) Âµ(q)
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M2 = (−ie)× i(−ie)2
∫

ū′(p′) [
(Num)

Den
] u(p)

d4k

(2π)4
Âµ(q)

Equation I

Γµ(p′, p) = (K1 +K2)γ
µ − 1

2m
(p+ p′)µ K2 =

i(−ie)2
(2π)4

∫

[
(Num)

Den
] d4k

avec

(Num) = 4
{

γµ ((p+ k.p′ + k)− k2/2)− (k.γ)(p+ p′)µ + (m− (k.γ)) kµ
}

Den = (k2 −m2
0 + i0)(k2 +2(p′.k) + i0)(k2 +2(p.k) + i0)

— Principe du calcul de Γ / référence 2 page 339

1. Formules utiles : Voir annexe 3

2. Introduction des intégrations sur

i = 1,2,3 αi ∈ [0,∞] et avec x0 = (α1 + α2 + α3)

I =

∫

k

f(k)

a1a2a3
d4k =

∫

k

f(k)

Den
d4k

= i3
∫ ∫ ∫ ∞

0

dαi

∫

k

f(k) exp i(α1a1 + α2a2 + α3a3) d
4k

a1 = (k2−m2
0+i0), a2 = (k2+2(p′.k)+i0), a3 = (k2+2(p.k)+i0)

(α1a1 + α2a2 + α3a3) = (x0k
2 +2k.(α2p

′ + α3p)− α1m
2
0 + i0)

f(k) = exp(ikz) k = (k0, k⃗) et z = (z0, z⃗)



I(z) =

∫

k

exp(ikz)

Den
d4k − i ∂I(z) =

∫

k

k exp(ikz)

Den
d4k

I(z) = i3
∫ ∞

0

dαi

∫

k

exp i(kz+x0k
2+2k.(α2p

′+α3p)−α1m
2
0+i0) d

4k

on introduit un chgt de variable

k → k+ x−1
0 (α2p

′ + α3p+
z

2
)

I(z) = i3
∫ ∞

0

dαi

∫

k

exp i(x0k
2−α1m

2
0−x−1

0 (α2p
′+α3p+

z

2
)2+i0) d4k

voir annexe 1
∫

k

exp i(x0k
2) d4k = −i( π

x0
)2

Soit la formule de base de la réf 2 page 339 (au signe près)

I(z) = −π2

∫ ∞

0

x0
−2 exp i(−α1m

2
0−x−1

0 (α2p
′+α3p+

z

2
)2+ i0) dαi

3. On calcule diverses intégrales par différentiation par rapport à z

f(k) dérivation
kν exp(ikz) −i∂νI(z)
kνkµ exp(ikz) −∂ν∂µI(z)

et l’on fait venir les termes dont on a besoin pour le calcul de Γ



Prenons I(z) sous la forme utilisée dans la réf 2 et introduisons

p̃ = α2p
′ + α3p

p̃2 = (α2
2 + α2

3) m
2 +2α2α3(p

′.p) = −α2α3 q
2 + (α2 + α3)

2 m2

et posons

ψ(z) = (−α1m
2
0 − x−1

0 (p̃+
z

2
)2) = x−1

0 (−x0α1m
2
0 − (p̃+

z

2
)2)

ψ(0) = (−α1m
2
0−x−1

0 p̃2) = x−1
0 (−x0α1m

2
0+α2α3 q

2−(α2+α3)
2 m2)

ψµ(0) = ∂µψ(0) = −x−1
0 p̃µ ψµν(0) = ∂µ∂νψ(0) = − gµν

2x0

I(z) = −π2

∫ ∞

0

x0
−2 exp i(ψ(z) + i0) dαi

I(0) = −π2

∫ ∞

0

x0
−2 exp i(ψ(0) + i0) dαi

−i∂µI(0) = −π2

∫ ∞

0

x0
−2 (ψµ(0)) exp i(ψ(0) + i0) dαi

−∂µ∂νI(0) = −π2

∫ ∞

0

x0
−2 (−i(ψµν(0))+ψµ(0)ψν(0)) exp i(ψ(0)+i0) dαi

4. Considérons les termes qui ne font pas intervenir γµ

Γ(z) =
−ie2
(2π)4

∫

4[
{−(k.γ)(p+ p′)µ +mkµ − (k.γ)kµ}

Den
exp(ikz)] d4k



Γ(0) =
ie2

(2π)2

∫ ∞

0

exp i(ψ(0) + i0) x0
−2

[−(ψν(0).γ
ν)(p+ p′)µ +mψµ(0)(−iψµν(0) + ψµ(0)ψν(0)).γν] dαi

ψν(0) = −x−1
0 p̃ν = −x−1

0 (α2p′ + α3p)ν

(ψν(0).γν) = −x−1
0 (p̃.γ) = −x−1

0 (α2 + α3)m

ψµ(0) = −x−1
0 (α2+α3

2
(p′ + p)ν + α2−α3

2
(p′ − p)ν)

ψµν(0)γν = −x−1
0 γµ

rassemblant les termes en (p+ p′)µ on trouve :

m

x0
{(α2 + α3)−

1

2
(α2 + α3)−

1

2x0
(α2 + α3)

2} =
mα1(α2 + α3)

2x20

soit (réf 2 page 340)

Γ(0) =
iαm

2π
(p+ p′)µ

∫ ∞

0

x0
−4 α1(α2 + α3) exp i(ψ(0) + i0) dαi

avec

ψ(0) = x−1
0 (−x0α1m

2
0 + α2α3 q

2 − (α2 + α3)
2 m2)

on continue avec le changement de variable ci-dessous

xi =
αi

x0



évidemment on a x1 + x2 + x3 = 1
on intègre sur x0 ∈ [0,∞] et xi=1,2 sur 0 ≤ x1 + x2 ≤ 1

(a) Intégration sur x0

Γ(0) =
iαm

2π
(p+ p′)µ×

∫

xi

∫ ∞

0

x1(x2 + x3) exp i(ψ(0) + i0) | J
x20

| dx0dx1dx2

ψ(0) = x0(−x1m2
0 + x2x3 q

2 − (x2 + x3)
2 m2)

| J | = x20

Γ(0) = −αm
2π

(p+p′)µ
∫

xi

x1(x2 + x3)

(−x1m2
0 + x2x3 q2 − (x2 + x3)2 m2)

dx1dx2

(b) Intégration sur x1, x2 : domaine 0 ≤ x3 = 1− x1 + x2 ≤ 1

K2 =
α

π

∫ 1

0

x1(x2 + x3)m2

(x1m2
0 − x2x3 q2 + (x2 + x3)2 m2)

dx1dx2

formule réf 2 page 340 : 7-56 ?

(c) Approximation à la limite "classique" : m0 = 0 et q2 = 0

K2 =
α

π

∫ 1

0

x1

(1− x1)
dx1dx2 =

α

2π



(d) Applications physiques : pour un lepton chargé à l’ordre 2 ∗

le facteur de Landé le moment magnétique de spin

g = −2(1 +K2(0)) µ = µB g

Remarque :
— leptons chargés sont l’électron le muon et le tau,

les masses sont croissantes

le moment magnétique µ ∼ 1/m↘ quand m↗
— K2 et g dépendent aussi mais faiblement de m et de q2

∗. µB =
|e|ℏ
2m

est le magnéton de Bohr.



Appendice 1 : Quelques appendices mathématiques

référence 1 pages 702 référence 2 pages 295 et 304
— Quelques formules d’intégration utiles

1.

i

p2 −m2 + i0
=

∫ ∞

0

exp(iα(p2 −m2 + i0)) dα

2. deuxième formule réf 2 page 296

A =

∫ ∞

−∞
exp(iαk2) dk = eiπ/4

√

π

α

(on intègre sur C la nouvelle variable
√
α k = 2

√
i x)

A∗ =

∫ ∞

−∞
exp(iαk2) dk = e−iπ/4

√

π

α

3. à 4 D dans l’espace de la relativité avec la signature +−−−

A4 =

∫ ∞

−∞
exp(iαk2) d4k = (eiπ/4)(e−iπ/4)3 (

π

α
)2 = −i (π

α
)2

— Calcul des intégrales de Feynman
(référence 1 pages 702 )

1. Lemme 1

1

a1a2
=

∫ 1

0

dx1dx2

(x1a1 + x2a2)2
δ(x1 + x2 − 1)
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2. Généralisation : (domaine d’intégration des xi)
si 0 < x1 < 1 0 < x2 < 1− x1 0 < xn−1 < (1− ..− xn−2)

1

a1a2..an
= (n− 1)!

∫ max

0

dx1 dx2 .. dxn−1

(x1a1 + x2a2..+ xnan)n

3. Application
∫

d4k

a1a2..an
=

∫ max

0

dx1 dx2 .. dxn−1

∫

d4k

(x1a1 + x2a2..+ xnan)n

— Dans le cas qui nous intéresse n = 3
∫

n=3

=

∫

ū′(p′)
(Num)

Den
u(p) d4k dx1dx2

(Num) = 4
{

γµ ((p+ k.p′ + k)− k2/2)− (k.γ)(p+ p′ + k)µ +m kµ
}

Den = a1a2a3 = (k2 −m2
0 + i0)(k2 +2(p′.k)+ i0)(k2 +2(p.k)+ i0)

∫

n=3

= ū′(p′)

∫

(Num)

(k2 +2x1(p′.k) + 2x2(p.k)− x3m2
0 + i0)3

u(p) d4k dx1dx2

— Démonstration du théorème général par récurrence soit à l’ordre n

In = (n− 1)!
∫ 1

0
dx1

∫ 1−x1

0
dx2...

∫ 1−x1...−xn−2

0
dxn−1

1
(a1x1..+anxn)n

avec xn = 1−
∑n−1

1 xi
In = 1

a1..an



— Primitive par rapport à xn−1

F (xn−1) = 1
−(n−1)(an−1−an) (a1x1 + ...an−1xn−1 + anxn)

−n+1

∆F = [F (xn = 0)− F (xn−1 = 0)]

∆F = 1
(n−1)(−an−1+an)

{ 1
(a1x1..+an−1xn−1)n−1 − 1

(a1x1..+anxn)n−1}
avec xn−1 = 1− x1..− xn−2 et xn = 1− x1..− xn−2

— intégration sur xn−1 et en utilisant la propriété à l’ordre n− 1 :

In = (n− 1)!
∫ 1

0
dx1

∫ 1−x1

0
dx2...

∫ 1−x1...

0
dxn−2∆F

In = (n− 1) 1
(n−1)(−an−1+an)

{ 1
a1..an−2an−1

− 1
a1..an−2an

}

In = 1
a1..an



Appendice 4 : Propriétés analytiques de l’amplitude

Analyse de la méthode de la réf 1 page 615...
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