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Figure 1: L'annihilation d'un anti-proton au repos dans l'hydrogène

p + p → K− + K0 + π+

K0 → π+ + π− / π+ → µ+ + ν

K− + p → Λ + n / Λ → p + π−

n + p → p + n
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1 Quelles particules pour quelle théorie ?

α ~ c

1/137,036 6, 52 10−22 MeV.s 2, 998 108 m/s

Table 1: constantes physiques (α = e2

4πǫ0~c
)

1.1 Les conventions des physiciens

c = ~ = 1

ǫ0 = µ0 = 1

α =
e2

4π
gµ,ν = gµ,ν = (1,−1,−1,−1) avec µ = 0, 1, 2, 3

p2 = m2 et i∂µ = pµ (1)
Les matrices sigma de Pauli (réf 1) :

σ0 = 1 =

(

1 0
0 1

)

; σ1 =

(

0 1
1 0

)

; σ2 =

(

0 −i
i 0

)

; σ3 =

(

1 0
0 −1

)

Les équations de Klein-Gordon et de Dirac s'écrivent :
(∂µ∂µ + m2)Ψ = 0 avec ∂µ∂µ ≡ −¤

(iγµ∂µ − m)Ψ(x) = 0

Les matrices gamma dans la représentation de Pauli-Dirac (réf 1) :

γ0 = β =

(

σ0 0
0 −σ0

)

; γi =

(

0 σi

−σi 0

)

; γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

(

0 σ0

σ0 0

)

L'électromagnétisme classique de Maxwell (rappels)
• Fµν est le tenseur électromagnétique (6 composantes ≡ E et B).

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

Aµ = (V (x), ~A(x)) le potentiel électromagnétique
~E = (Ei = F i0) ~B = (Bk = −F ij)

∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ = 0 [1]

∂νFνµ = Jµ [2]

• Fµν antisymétrique : ⇒ l'invariance de jauge & la conservation de Jµ & la conservation de la
relation P 2 = m2 . L'interaction d'une particule chargée avec un champ classique est bien connue et
la dynamique peut être extraite du principe de moindre action (Amin).

A =

∫

−mdτ − q Aµ dxµ

dpµ

dτ
= Fµ = q (Fµν .v

ν) avec vν =
dxν

ds
(2)
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1.2 Les particules fondamentales
Les fermions sont identi�és par leur saveur (interaction électrofaible) et leur couleur (interaction
forte)

statistique particules spin masses notation interaction
en ~ en GeV/c2

fermions quarks 1/2 0.3 à 170 q q̄ S E W
... leptons 1/2 0. à 1.7 l l̄ E W

bosons bosons 1 0. et 80. Aµ WµZµ E , W
... gluons 1 0 gµ S
... higgs 0 > 200. H E & W ...

Table 2: les particules fondamentales

L'interaction faible est dite : l'interaction universelle de Fermi (le neutrino ne subit que cette
interaction)

1.3 Les interactions
La gravitation est exclue de la théorie EW.

type symbole distance intensité section e�cace ou durée de vie
fm relative cm2 ou sec

Forte S 1 1 10−27 10−23

Electromagnétique E ∞ 10−2 10−30 10−18

Faible W 0,1 10−2 10−40 10−10

Table 3: Les propriétés des interactions vers 1 GeV (fm (ou fermi) = 10−15 m)
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2 Les ondes classiques
2.1 La corde vibrante
La corde est tendue à T , elle est inerte (ρ) et elle a un état d'équilibre d'énergie nulle par convention.
Le vide est dé�ni comme l'état d'énergie minimum du système, soit l'état de repos.

Figure 2: Corde vibrante

Pour un mouvement transversal, la dynamique de Newton conduit à l'équation de d'Alembert, soit :

¤Y (X) = 0 dont une solution particulière est Y (X) = 0

X = (x0, ~x) avec v = ±
√

T

ρ
x0 = v t

2.2 La dynamique lagrangienne et hamiltonienne
La théorie des ondes classiques peut prendre une forme lagrangienne et ainsi retrouver la dynamique
par le principe de moindre action. La densité de lagrangien s'écrit :

L(X) =
ρ

2
{(Ẏ )2 − v2(∂xY )2}

En considérant L comme une fonction de Y et de ses dérivées YX l'équation de Lagrange pour Y(X)
s'écrit :

∂X

(

∂L

∂YX

)

=

(

∂L

∂Y

)

On retrouve l'équation de d'Alembert ! La densité d'hamilton (d'énergie) en découle :

H(X) = Ẏ

(

∂L

∂Ẏ

)

− L(X) =
ρ

2
{(Ẏ )2 + v2(∂xY )2}

2.3 Interprétation physique des ondes classiques
Y(X) peut être associé à une onde complexe par transformation de Fourier. Pour une onde monochro-
matique plane cette onde complexe sera notée

Ỹ (X) ∝ exp(−iωt + i~k~x)
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La phase est l'argument de ce nombre complexe, c'est une fonction du temps
Le passage de la représentation complexe à la mesure physique du champ s'e�ectue en prenant la
partie réelle

Y (X) = Réel(Ỹ (X))

en conséquence Ỹ (X) est équivalent à Ỹ (X)∗. Une onde classique est neutre !
Remarque : L'énergie (denisté d'hamiltonien) fait intervenir des termes de degré 2 par rapport

au champ Y(X). Par exemple, le courant d'énergie pour une onde à une dimension s'écrira :

j = −T
∂Y

∂x

∂Y

∂t
∼ T (

∂Y

∂x
)2 × v

On retrouve une propriété de même nature en MQ avec l'interprétation de Born de la densité de
probabilité pour une particule (∼ l'énergie) qui est liée au module carré de la fonction d'onde.

Prob(x) = |Ψ(x)|2

Par contre la phase est liée au temps.

2.4 En acoustique à 3D

Figure 3: Ondes entrantes et sortantes

En acoustique élémentaire , le champ φ(x) est le potentiel des vitesses :

avec ~v = −~∇φ p = ρφ̇

L(x) =
1

2
(−ρ~v2 + χp2) =

ρ

2
(−(∇φ)2 + c−2(φ̇)2) et c =

1√
χρ

(3)

L'équation du mouvement de φ loin des sources est l'équation de d'Alembert :

¤φ(x) = 0

L'hamiltonien se déduit du lagrangien :

H(x) =
1

2
(ρ~v2 + χp2) =

ρ

2
((∇φ)2 + c−2(φ̇)2)

Remarque 1 : L'équation générale de l'acoustique avec des sources distribuées peut s'écrire :

¤φ(x) = −j(x) avec L(x) → L(x) + j(x)φ(x) (4)
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Ici, j(x) est la source du potentiel des vitesses φ(x). La source est évidemment à l'origine de la dis-
tribution spectrale. La solution générale peut être obtenue à l'aide des fonctions de Green, solutions
de l'équation ci-dessous :

¤G(x, x′) = δ(x − x′) ⇒ G(x, x′) =
1

4π |~x − ~x′|δ(t
′ − t̃)

avec t̃ temps retardé (t-r/v) ou avancé (t+r/v) par la propagation. Il y a la possibilité d'une onde
entrante (avancée) et d'une onde sortante (retardée).

Remarque 2 : L'onde sortante emporte de l'énergie tandis que l'onde entrante apporte de
l'énergie à la source ; si ces ondes étaient porteuses de charges conservées elles transporteraient des
charges opposées (comme des particules et antiparticules).

Remarque 3 : Les ondes classiques ne sont pas massives, elles obéissent à une équation de
d'Alembert qui ne contient pas de terme d'inertie. On peut forcer un terme de masse, alors l'équation
et le lagrangien deviennent :

¤φ(x) = + m2φ(x) avec L(x) → L(x) − 1

2
m2φ2(x)

On peut introduire ce type de masse e�ective en con�nant une onde dans un guide ; l'onde en se
ré�échissant sur les parois (conditions aux limites) acquière de l'inertie. En e�et, si la célérité de
l'onde est notée c, l'équation de d'Alembert donne :

φ(x) ∝ exp(−iωt + ikz)f(x, y)

La conséquence est évidente :

ω2 = (ck)2 + ω2
0 k0 =

ω0

c
et ∆f(x, y) = −k2

0f(x, y)

Et si l est la dimension transverse du guide, l'ordre de grandeur de la masse générée est :

l =
λ

2
=

π

k0

⇒ ω0 =
πc

l

Pour une onde quantique on aura :
m0c

2 = ~ω0

Pour une particule massive (ex électron...), 2l est la longueur compton de la particule (10−13 cm pour
un électron).
Pour les ondes électromagnétiques dans un guide de 1 cm la masse générée est très faible (m0c

2 ∼
10−4eV ), soit 10−12 m pour un MeV et 10−15 m ∼ 1fm pour 1 GeV.
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3 Théorie quantique, quelques éléments
3.1 Objectifs

• rendre compte des transitions entre états in et out : probabilités , lois de conservation ...

• calcul des sections e�caces et des durées de vie pour les particules instables

• stabilité et oscillations des particules

3.2 Les états in et out
1. Ce sont des états libres de particules préparés à l'échelle macroscopique dont l'impulsion et

l'énergie sont déterminées par la relativité restreinte. Les particules sont ponctuelles à l'échelle
macroscopique, la trajectoire d'une particule est dé�nie dans l'espace temps par x(s).

P 2 = m2 soit E =
√

~p2 + m2 vµ =
dxµ

ds

2. Ces états vont interagir à distance microscopique comme des ondes planes délocalisées. L'interaction
aura lieu dans un volume in�ni pendant un temps in�ni à l'échelle microscopique quoique �ni
à l'échelle macroscopique .

Ψ(x, t) ∝ exp(iωt + i~k~x)

ω =
E

~
et ~k =

~p

~
quanti�cation ! (5)

3. En principe, à cause de la masse, les ondes planes quantiques se dispersent dans le vide.

(
ω

c
)2 = k2 + (

mc

~
)2 vg =

dω

dk
vφ =

ω

k
⇒ vgvφ = c2 (6)

Figure 4: Les transitions observables à distance macroscopique : a+b → c+d+...

4. L'interaction entre les ondes sera locale en x ≡ (x0, ~x) : les particules restent des objets
ponctuels ! L'interaction devra satisfaire à l'invariance de Lorentz et à la conservation de
l'énergie impulsion. L'hamiltonien d'interaction sera local :

Hint(x) = − Lint(x)
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5. La probabilité d'un processus vers les états f sera calculée selon les principes quantiques : la

probabilité est le carré du module d'une amplitude de transition qui est un nombre C. Le
problème revient donc à la détermination de cette amplitude.

prob(i → f) =
∑

f

|Mf,i|2

L'existence de plusieurs processus (path ou chemin) conduisant de i (état in) à f (état out)
autorise les e�ets d'interférences.

6. Le processus d'interaction est largement virtuel dans la mesure où il se déroule à une échelle
où l'on ne peut expérimenter.

7. En principe le contexte autorise des questions du type :
• Le vide est-il stable en présence d'interactions,
• Si l'état in est fait d'une seule particule l'état out sera-t-il fait de la même particule en
présence d'interactions.

3.3 La dynamique des ondes quantiques
Les équations de Lagrange-Euler servent de principe dynamique aux ondes quantiques relativistes
libres ou en interaction :

∀ φ, ∂µ

(

∂L

∂φµ

)

=
∂L

∂φ
avec φµ =

∂φ

∂xµ
(7)

1. La partie cinématique (∂µ) fait intervenir les dérivées spatiales du champ

2. Une composante linéaire (L = jφ) correspondra à une source de champ

3. Un élément quadratique (L = aφ2) à un terme d'inertie.

4. Le cas le plus simple est celui d'un boson neutre qui interagit avec une source j(x)

L =
1

2

(

∂µφ ∂µφ − m2φ2
)

+ j(x)φ

Avec ce Lagrangien l'équation du mouvement (équation 7) s'écrit :

∂µ∂
µφ = − m2φ + j(x) ⇒ −¤φ + m2φ = j(x)

Exemple référence 13 page 55 :
Lint = gπ2σ − gP 2σ

La source de la particule σ est donnée par j(x) = gπ2 − gP 2.

−¤σ + m2σ = j(x)

Cette interaction est représentée graphiquement sur la �gure 5 et les équations du mouvement des
trois champs σ P π sont établies dans l'exercice 3.7 de la référence 13 page 55.
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Figure 5: Les vertex du modèle gπ2σ − gP 2σ

3.4 Les ondes électromagnétiques sans masse, sans charges
Les ondes E.M. sont un pont entre les ondes classiques (mécaniques) et les ondes de particules
(quantiques), c'est une onde neutre qui est plutôt classique à basse fréquence jusqu'au visible (ν <
1014Hz) et très quantique au delà : rayons X et γ.
La quanti�cation a été découverte dans les UV (interprétation de l'e�et photoélectrique 1905 ).

• Equations de propagation pour un photon libre émis dans le vide :

L(x) = −1

4
Fµν .F

µν(x) expression covariante

L'équation de Lagrange pour la dynamique du photon libre s'écrit

∂µFµν = ∂2Aν − ∂µ∂νAµ = 0

Le propagateur du photon libre dans la jauge de Lorentz véri�era l'équation de Klein Gordon:

∂2Aν = 0 soit par TF p2 = 0 avec ǫµp
µ = 0 deux polarisations !

Le photon en présence d'un courant de charges électriques, source du champ :

∂2Aν = Jν ⇒ ¤Aν = −Jν

Le lagrangien qui conduit à cette équation est de la forme

L(x) = −1

4
Fµν .F

µν(x) − AµJ
µ

L'interaction du champ EM et du courant J en x est locale et doit permettre une émission ou une
absorption quanti�ée de photons d'énergie et d'impulsion déterminées.

3.5 Les ondes de fermions massifs et chargés
Soit l'équation de Dirac pour les fermions libres de spin 1/2 :

(iγµ∂µ − m) Ψ = (γµpµ − m)Ψ = 0

Il existe des états d'impulsion p avec une énergie positive (u1,2) ou négative (u3,4). L'état d'un
positron physique sera associé à u3,4 en changeant p en -p.

D'autre part comme ces particules sont chargées l'émission d'un fermion sera équivalente à
l'absorption d'un antifermion : le propagateur qui respecte cette prescription et la causalité (or-
dre dans le temps) est le propagateur de Feynman.
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Le courant de particules conservé par l'équation de Dirac s'écrit :

Jµ = Ψ̄γµΨ

Si la particule est chargée, le courant électromagnétique devient en fonction de Ψ

Jµ = qΨ̄γµΨ avec pour l'électron q = − e

QED peut être construit avec ces éléments.
• Le lagrangien complet de l'électrodynamique avec des champs relativistes de spin 1/2

(électrons) et le champ Aµ s'écrira :

L(x) = −1

4
Fµν .F

µν(x) +
∑

Ψ̄{γµ(i∂ − qA)µ − m}Ψ(x)

Remarque 0 : Les dimensions (au sens physique) de qAµ et de pµ sont identiques car :

d~p

dt
∼ q(− ~grad(A0) ∼ q~v ∧ ( ~rotA)

Il est donc possible de translater p par qA ; c'est le principe d'interaction minimale ou couplage
minimal.
L'interaction, ici E.M., est construite à partir du lagrangien libre en e�ectuant la transformation
minimale suivante :

pµ = i∂µ → i∂µ − qAµ

Cette construction est évidemment liée à l'invariance de jauge car :

(i∂ − qA)exp(−iqα(x)Ψ(x) → exp(−iqα(x)(i∂ − qA + q∂α)Ψ(x)

Soit le commutateur :

[(i∂ − qA), exp(−iqα(x)] = exp(−iqα(x)(q∂α)

Remarque 1 : La dynamique lagrangienne permet de construire l'action du champ sur le courant
de charge et inversement .

∂µFµν = Jν

{γµ(i∂µ − qAµ − m }Ψ(x) = 0

avec Jν = qΨ̄γνΨ(x)
Remarque 2 : Un changement de phase sur Ψ engendre une transformation de jauge du champ,

dans cette opération la dynamique reste invariante .

Ψ(x) → exp(−iqα(x)).Ψ(x)

Aµ(x) → Aµ(x) − ∂µα(x)
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Remarque 3 :Un changement de phase local sur Ψ engendre un groupe continu de transfor-

mations unitaires sur les champs de particules chargées . L'existence de cette symétrie est associée
à

1. la conservation de la charge électrique : évident.

2. la renormalisation de QED, c'est à dire la validité à tous les ordres : moins évident.

Cette propriété a été généralisée en 1971 par Veltman et t'Hooft pour l'interaction électrofaible (prix
nobel 1999).

U = exp(−iQ α(x)).

Le générateur du groupe de Lie est la charge électrique Q =
∑

q , c'est une matrice scalaire dans
l'espace des particules. Chaque particule a une charge dé�nie q, son antiparticule a la charge -q.

Pour l'interaction faible, il sera nécessaire d'introduire une transformation de jauge non-abélienne
basée sur les groupes unitaires les plus élémentaires : SU2 et U1. Les générateurs de ces groupes
seront Y l'hypercharge faible et ~T les trois générateur de SU2.

SU(2) ∼ exp(−i ~T ~α(x))

U(1) ∼ exp(−i Y α(x)) (8)

La charge électrique est alors une combinaison de T3 et Y .

Q = T3 +
Y

2

3.6 Les ondes de bosons vectoriels massifs et neutres
Le lagrangien libre pour ces bosons doit être construit à partir de l'électromagnétisme en introduisant
un terme de masse , ce point à été discuté en 2.4 ; si le boson B interagit avec une source j(x), le
lagrangien s'écrit :

L = −1

4
( F µν Fµν) +

m2

2
BµB

µ − jµ(x)Bµ

avec Fµν = ∂µBν − ∂νBµ m est la masse (9)

L'équation dynamique de Lagrange pour le boson B devient :

∂µFµν = ∂2Bν − ∂µ∂νBµ = −m2Bν + jν

Le champ du boson B en présence de la source du champ véri�era :

(∂2 + m2)Bν − ∂ν∂
µBµ = jν ⇒ (¤ − m2)Bν + ∂ν(∂

µBµ) = −jν

Par transformation de Fourier, le propagateur du boson libre écrira (i∂µ = pµ) :
(

(p2 − m2)gνµ − pµpν
)

−1
=

1

(p2 − m2)

(

gνµ − pµpν

m2

)

L'interaction du champ de bosons et du courant j en x est locale et doit permettre une émission ou
une absorption quanti�ée de bosons d'énergie et d'impulsion déterminées.
Ce lagrangien est évidemment non invariant dans une transformation de jauge du type

Bµ → Bµ + ∂µα
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4 Formulation graphique de la théorie des champs
4.1 Exemple : propagation d'un électron dans un champ classique

Figure 6: Equation de propagation d'un spin 1/2 chargé en présence d'un champ E.M.

Le spineur Ψ(x) est le produit de convolution du propagateur GF (x−x′) et de la source du champ

j(x′) = −eγA(x′)Ψ(x′)

Il est possible d'itérer cette équation intégrale à partir de l'état |in〉 pour obtenir l'état |out〉 par un
développement en puissance de e (perturbation) a�n d'établir une relation entre l'état out et l'état
in (matrice S). Pour plus de détails sur le propagateur de Feynman voir �gure 23.

Figure 7: Equation de propagation d'un spin 1/2 chargé en présence d'un champ E.M.
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4.2 Graphes de Feynman et amplitude de transition

Figure 8: Graphe pour µ− + e− → µ− + e−

4.3 Lien avec la mesure des processus
4.3.1 Normalisation relativiste (réf 1 page 75)

[Jµ = i(φ∗(∂µφ) − (∂µφ∗)φ)

avec φ = Nexp(−ikx) ⇒ Jµ = 2kµ |N |2 (10)

On peut choisir N = 1 car les résultats sont indépendants de N.

4.3.2 Taux de transition (réf 1 page 89) en sec−1

Wfi =
|Tfi|2

T

L'amplitude de transition M se dé�nit à partir de T

T = −i(2π)4δ4(pf − pi)M



4 FORMULATION GRAPHIQUE DE LA THÉORIE DES CHAMPS 16
4.3.3 Section e�cace et durée de vie (réf 1 page 90 et 92)

Section e�cace =

∑

f Wfi

�ux incident dans V ∼ surface

Taux de désintégration =

∑

f Wfi

nombre de particules initiales dans V ∼ temps−1 (11)

Figure 9: Calcul de la section e�cace a + b → c + d

Figure 10: Calcul des durées de vie a → 1 + 2 + ..n

-
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4.4 Règles de Feynman pour l'amplitude : ref 1 page 149

Figure 11: Calcul de l'amplitude de transition : M

La normalisation des lignes externes est telle que

- Pour les spineurs ūu1,2 = +2m et ūu3,4 = −2m

- Pour les bosons vectoriels ǫ∗ǫ = 1 et scalaires = 1
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4.5 Evocation de la re-normalisation de QED
diagramme en arbres ou en boucles réf 6

Figure 12: Renormalisation : problème des boucles ou des mailles et comportement à p → ∞

4.6 Calcul du Lambshift
A voir dans la référence 1 page 157 ou 2 page 76
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5 Le mécanisme de Higgs et l'invariance de jauge ...
5.1 Le mécanisme de Higgs : (réf 1 pages 321 et 324)
Le cas d'un boson de Higgs neutre :

L =
1

2
(∂µφ∂µφ) − V (φ)

V (φ) est le potentiel du champ φ. Pour un boson massif réel, on aura un potentiel stabilisé par la
masse :

V (φ) =
m2

2
φ2

Pour un boson de Higgs le potentiel est tel que le vide devient instable .... à voir

V (φ) =
λ

4

(

v2 − φ2
)2

Pour retrouver la stabilité il faut redé�nir le champ φ :

φ(x) = v + η(x)

Soit :
L =

1

2

(

∂µη ∂µη − 2λv2η2
)

− λ

4
η4 − λ

2
vη3

Dans cette opération qui conserve les équations du mouvement de φ,

1. Le nouveau champ η acquière une masse : m2
η = 2λv2

2. Les interactions du champ avec lui-même sont dé�nies :

V (η) = +
λ

4
η4 +

λ

2
vη3

Si le boson interagit avec un champ de jauge pour lequel l'interaction est minimale, le potentiel de
Higgs va générer une masse pour le η et pour le champ de jauge A ainsi que des interactions bien
définies entre η et A:

L = ((∂ + iqA)φ)∗((∂ + iqA)φ) − V (φ) avec φ → η + v

Le champ A devient massif :
L → L′ + q2v2A2
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5.2 Théorie de Yang Mills : réf 6 page 268 - 300 réf 1 page 328
Cas d'une symétrie de jauge non-abélienne :
Le lagrangien des bosons Ba est construit sur le modèle de l'électromagnétisme, c'est à dire à partir

Figure 13: Principes des théorie de Yang Mills : Fermions + Bosons

d'un tenseur antisymétrique noté G .
Le langrangien de fermions massifs et avec des bosons de masse nulle interagissant entre eux (présence
du commutateur et symétrie non abélienne) s'écrira nécessairement :

si Xµν ≡ ∂µXν et si (T.B) = T aBa on aura :

(T.G)µν = (T.B)µν − (T.B)νµ + ig [(T.B)µ, (T.B)ν ]

LB = − 1

4a
trace {(T.Gµν).(T.Gµν)} Lf =

∑

Ψ̄{γµ(i∂ − qB.T )µ − m}Ψ(x)

Ces théories sont réputées renormalisables à cause de l'invariance de jauge, mais les bosons
doivent être de masse nulle L = LB + Lf .
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5.3 La transformation de jauge
Soit Ψ un spineur qui représente tous les fermions d'une même famille : on exécute un changement
de phase local sur ce spineur qui l'amène en Ψ′

Ψ(x) → Ψ(x′) = U(α(x))Ψ(x) On pose : U(x) ≡ U(α(x))

U est une transformation unitaire continue dans l'espace des fermions : cette transformation ap-
partient à un groupe de Lie (une symètrie de l'interaction), elle transforme a priori la phase et la
nature de la particule, par exemple un électron devient continuement un neutrino et sa phase change
arbitrairement. Comment le lagrangien libre d'un fermion se tranforme-t-il sous U(x) :

L0(x) = Ψ̄{(i∂ − m}Ψ(x)

L0(x) → L0(x) + Ψ̄{[(i∂, U(x))]}Ψ(x) (12)

La tranformation unitaire peut être décrite par ses générateurs T i avec i = 1, n alors

si U(α) = exp(−ig T iαi) ⇒ [ (i∂, U(x)) ] = gT i ∂αi (13)

Pour absorber ce terme dans l'invariance de jauge, il faut introduire un couplage aux bosons vectoriels
qui aura la même forme soit :

Ltot(x) = Ψ̄{(i∂ − gT iBi) − m}Ψ(x) (14)

Comment le lagrangien total se tranforme-t-il sous U(x) ? il devient :

Ltot(x) → L0(x) + Ψ̄{g(T i ∂αi − T̃ i(x)Bi) }Ψ(x)

avec T̃ i(x) = U+(x) T i U(x) (15)

Dans la transformation de jauge, les champs Bi doivent être redé�nis pour absorber les termes
résiduels engendrés par le changement de jauge mais l'invariance n'est acquise que si le lagrangien
propre des bosons reste invariant dans cette transformation :

(T iBi) → ( T̃ i(x)Bi − T i∂αi )

Le lagrangien bosonique est a priori celui de bosons vectoriels chargés, sans masses et généralisant
l'électromagnétisme.

5.3.1 Transformation de jauge abélienne
Dans le cas de l'électromagnétisme, la transformation U est générée par la charge électrique sur
laquelle s'applique une loi de conservation :

U(α) = exp−ie Qα(x) (16)

La constante de couplage (g) est ici e, l'unité de charge (électronique) et Q est l'opérateur de charge
qui s'applique aux fermions. Dans la transformation de jauge, le champ électromagnétique A est
redé�ni pour absorber le changement de jauge et l'invariance est acquise si son lagrangien propre
reste invariant ce qui est la cas :

QA → Q( A − ∂α )

L(x) = −1

4
Fµν .F

µν(x) avec Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (17)
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5.3.2 Cas général
Il faut généraliser le tenseur Fµν du champ électromagnétique dans le cas de plusieurs bosons Bi .
Pour intégrer la partie cinétique libre du lagrangien de la famille de bosons Bi, le lagrangien libre
doit être de la forme :

L ∼
∑

i

Gi
µνG

iµν

De cette façon, on peut aussi l'écrire

L ∼
∑

i,j

trace
{

(T i.Gi
µν)(T

j.Gjµν)
}

L'algebre de Lie du groupe impose des relations de commutation dont il découle que

trace
{

T i T j
}

= aiδ
ij

Faisons l'hypothèse que ai est indépendant de i et telque ai = 1
n
trace {T 2}

alors
L = −1

4

∑

i

Gi
µνG

iµν = − 1

4a
trace {(T.Gµν)(T.Gµν)}

Précisons la structure du tenseur de champ bosonique et introduisons F i
µν :

F i
µν = ∂µB

i
ν − ∂νB

i
µ

Etudions l'action de la transformation de jauge sur le champ T.Bµ puis sur le tenseur(T.Fµν)

(T.Bµ) → ( T̃ (x).Bµ − T.∂µα )

(T.Fµν) → ∂µ

(

T̃ (x).Bν − T.∂να
)

− [µ ↔ ν] (18)

Si la variation spatiale de T̃ (x) est telle que :

∂µT̃ (x) = ig
[

T.∂µα, T̃ (x)
]

Il resulte que le tenseur T.Fµν n'est pas invariant:

(T.Fµν) → (T̃ (x).Fµν) + ig(
[

T.(∂µα), T̃ (x).Bν

]

−
[

T.(∂να), T̃ (x).Bµ

]

)

Considérons la transformation du commutateur [T.Bµ, T.Bν ]:

[T.Bµ, T.Bν ] →
[

T̃ (x).Bµ, T̃ (x).Bν

]

+
[

−T.(∂µα), T̃ (x).Bν

]

−
[

T̃ (x).Bµ, −T.(∂να)
]

+ [ −T.(∂µα), −T.(∂να)] (19)

Dans ces conditions le tenseur bosonique complet Gi
µν tel que :

T.Gµν = T.Fµν + ig [T.Bµ, T.Bν ]

se transforme selon
T.Gµν → T̃ (x).Gµν + ig [ T.(∂µα), T.(∂να)]

Comme
trace

{

T i T j
}

= trace
{

T̃ i(x) T̃ j(x)
}

= aiδ
ij

le lagrangien est invariant au premier ordre ∀ α.
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5.3.3 Le lagrangien bosonique
Il est de la forme :

L = −1

4

∑

i

Gi
µνG

iµν = − 1

4a
trace {(T.Gµν)(T.Gµν)}

avec
T.Gµν = T.Fµν + ig [T.Bµ, T.Bν ]

Interprétation :

1. les termes quadratiques en Fµν rendent compte de la propagation libre de ces bosons sans
masse.

L0 = −1

4

∑

i

F i
µνF

iµν

2. les termes d'ordre 3 qui mélangent Fµν et le commutateur sont des interactions à trois bosons.

L = − ig

2a

∑

i

F i
µν trace

{

T i [T.Bµ, T.Bν ]
}

3. les termes d'ordre 4 quadratiques en [T.Bµ, T.Bν ] sont des interactions à 4 particules

L = +
g2

4a
trace {[T.Bµ, T.Bν ] [T.Bµ, T.Bν ]}

4. les couplages qui caractérisent ces interactions sont dé�nis par la structure du groupe et son
algèbre en fonction d'une seule constante g : c'est l'uni�cation des interactions !
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6 Le lagrangien électrofaible
Dans les théories de Yang Mills, les interactions couplent les courants de fermions avec des bosons
vectoriels !

Lint = − g Ψ̄{γµ( T.Bµ) }Ψ(x) =
∑

i

− g Ψ̄{γµ T i }Ψ(x).Bi
µ

6.1 L'invariance de jauge dans SU(2)L ⊗ U(1) réf 1 page 332

Figure 14: Les interactions fermions-bosons du modèle standard
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Figure 15: Les interactions électromagnétiques & faibles
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6.2 Les masses de bosons de l'interaction électrofaible
réf 1 page 335

Figure 16: Le mécanisme de Higgs du modèle standard

Remarque : Dans 15.3, le lagrangien engendré par la brisure de symétrie introduit une oscilla-
tion entre W 3

µ et Bµ, ces champs sont donc instables ! Les champs stables associés, obtenus par la
rotation de Weinberg (θW ), sont ceux que l'on observe expérimentalement : Zµ et Aµ.

Remarque : La matrice de mélange W 3
µ - Bµ comporte la valeur propre 0, en e�et, l'un des

vecteurs propres doit être le photon.
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Figure 17: Les masses des bosons du modèle standard

6.3 Les paramètres essentiels
Modèle EW de Weinberg-Salam (réf 1 page 333 - 336 - 337)

v = 246. GeV α = 1/137.0 sin2(θW ) = .215 (20)

On en déduit (ou inversement) :

e =
√

4πα g =
e

sin(θW )
MW =

1

2
v g MZ =

MW

cos(θW )
MA = 0 G2 =

1

2v4
(21)
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6.4 Les paramètres de Modèle Standard : saveur + couleur
réf 13 Annexe

Figure 18: Le modèle standard
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Figure 19: Le modèle standard
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Figure 20: Le modèle standard
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7 Le lagrangien phénoménologique réf 1 page 298
7.1 A basse énergie la désintégration du neutron

Figure 21: Les courants d'isospin et d'hypercharge
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Figure 22: L'interaction e�ective courant.courant à basse énergie réf 1 page 251
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7.2 La durée de vie du neutron : application des règles de Feynman
La réaction est :

n → p + e− + ν̄ soit a → b + 1 + 2̄

L'interaction courant - courant e�ective permet l'écriture de l'élément de matrice à l'ordre 2 :

M = (
g√
2
)

{

u(b)γµ

(fV − fAγ5)

2
u(a)

}

1

M2
W

(
g√
2
)

{

u(1)γµ

(1 − γ5)

2
v(2)

}

Calcul de la durée de vie dans l'hypothèse où

1. a et b restent au repos car Ma,b >> m1,2

2. on néglige la charge du proton dans l'état final

Λ =

∫

2πδ(Ef − Ei)
∑

|M |2 d3p1

2E1(2π)3

d3p2

2E2(2π)3
avec g2

8 M2
W

=
G√
2

∑

|M |2 =
G2

2
8
1

2
trace

[{

2(−fA~σ.~p1 + fV E1)(−fA~σ.~p2 + fV E2) − (p1.p2)(−f2
A~σ2 + f2

V )
}]

le Q de la réaction représente l'énergie cinétique disponible :

Q = Ma − Mb − m1 − m2 donc Ef − Ei = 0 ⇒ Q − (T1 + T2) = 0

Λ =

∫

2πδ(Q − T1 − T2)4G
2
(

f2
V (E1E2 + ~p1.~p2) + f2

A(3E1E2 − ~p1.~p2)
) d3p1

2E1(2π)3

d3p2

2E2(2π)3

Λ = τ−1 = G2 m5 1

2π3
× (f 2

V + 3 f2
A) × f(Q,Z = 1)

où f(Q,Z = 0) = m−5

∫

δ(Q − T1 − T2)
d3p1

(4π)

d3p2

(4π)
= m−5

∫ p1(max)

0

p2
1 (Q − T1)

2 dp1

f(Q,Z = 1) = f(Q,Z = 0) × correction = 1.64 × 1.08 = 1.77

fV = 1 et fA = 1.26

g2

4π
=

α

sin2(θW )
et e2

4π
= α =

1

137, 0

avec m = .511 MeV et Q = .782 MeV MW = 80.4 GeV sin2(θW ) = 0.215

(22)

Résultat : (on a pris en compte l'angle de Cabbibo : G → Gβ avec cos(θC) = .974)

G2
βm5

2π3
=

α2 m5 cos2(θC)

4π M 4
W sin4(θW )

= 1.103 10−4sec−1

τ = 889 ± 10 sec expérimentalement 887 ± 2 sec
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Figure 23: propagateur de Feynman réf 1 page 147
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Figure 24: Graphes de Feynman à l'ordre 2 pour la di�usion Möller et la di�usion Bhabha (réf 6
pages 82-89)


